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10.4 Totales Differential
Wir betrachten zundchst f(x) (Funktion einer Veranderlichen)

f(xo) sei bekannt
Gesucht: Naherungswert im Punkt P1 flr f(x)
f"(x) sei bekannt

Funktionswert im Punkt P1 kann linear unter der Verwendung der Tangente in PO naherungsweise
bestimmt werden.

f(Xo + AX) & f(Xo) + F/(X,) - Ax = f(X,) + dy
dy

Wir nennen dy = f'(x)* Ax das Differential von f(x) =y

Ubertragung auf Funktion mehrerer Veranderlicher

Gegeben sei differenzierbare Funktion z = f(x,y)

Z A Statt der Tangente (Gerade 1- Dimension)
betrachten wir die Tangentialebene
Y / (2- Dimensionen) in Punkt Po (Xo/Yo)
/
*f;ﬁf\\
/ /
/s
v > /
X5 X

( K Tangente an Schnittkurve parallel zur x-Achse
AN

Tangente an Schnittkurve parallel zur y-Achse

Ersetze im Prinzip ,,gewdlbte Kurve* durch Ebene.

Start im Punkt Po(Xo/Yo).
Gehe zuerst um Ax in x-Richtung => Anderung von z (H6he)
ist durch zx gegeben

-> (Xo+AX/Yo)

Gehe dann um Ay in y-Richtung => Anderung von z ist durch
zy gegeben
-> (Xot+AXx/yot+Ay)

Ziel im Punkt P1(Xo+Ax/yotAy)

Seite 14



Mathematik 2 MF Skript Prof. Dr. Henrich

Né&herung durch Tangentialebene:

oz oz
z:(x, + AX/ y0+Ay):zo+§~Ax+§-Ay

dz
AX = dx; Ay =dy

z, liefert Naherungswert fur z(xo+Ax/yo+Ay) unter der Verwendung der Tangentialebene.

Man nennt

das Vollstandige oder totale Differential der Funktion z = f(x,y)

Allgemein:
Gegeben sei die differenzierbare Funktion z = f(x1,X2, ... ,Xn), SOmit ist
dz:E-Ax1 +£-Ax2 + ... +£-Axn
OX, OX, OX,,

das totale Differential von f(xz,x2, ... ,Xn).

Bsp(1):
Gesucht ist das totale Differential der Funktion z = f(x,y) = 3x + 2y +1
Fur Punkt P(1/2) und dx = 0.5 dy = 0.25 soll Nadherungswert bestimmt werden

und mit exaktem Wert verglichen werden.

S_i =3 2_; -2
dz=3-05+2-0,25
=2
Ziyy = 8
Ziyy +27 =10
216225 = 10
Somit Az=2=dz , da die Funktion f(x,y) = 3x + 2y + 1 eine Ebene

beschreibt
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Bsp(2):
Gesucht ist das totale Differential z = f(x,y) =xy (keine Ebene!)

dz =z, -dx+z, -dy

=y-dx+ x-dy

Betrachten der Differenz zwischen der Naherung dz und der exakten Anderung
AX an beliebiger Stelle (x,y) bei einer Anderung von x um dx und y um dy

Az = f(x+dx/y+dy)— f(x/y)

:(x+dx)-(y+dy)—xy
=Xy +X-dy+y-dx+dx-dy —xy
Az =X-dy+y-dx+dx-dy

Somit Az - dz = dxdy der Fehler des Naherungswerts !
Geometrische Betrachtung

Flache  f(XY) =Xy £ eines Rechtecks

dx A

AN

X dxdy (Fehler)

N N

Y

Anwendung des totalen Differentials in der Fehlerrechnung
Eine GroRe, die anhand einer Formel aus EingangsgroRen berechnet wird, soll mit
Fehlerabschatzung bestimmt werden, wobei die Mel3fehler der Eingangsgréfien bekannt
sind.

Bsp:
Bestimmung der Gravitationskonstante g mit Fadenpendel

< T=2n£

T = Schwingungsdauer
| = Lange des Pendels
g = Gravitationskonstante (soll bestimmt werden)

T? = 4n° l
g
4r®l
g= T2
= g(.T)
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Die Ungenauigkeit der Werte von | und T fuhrt zu einer Ungenauigkeit von g. Fir kleine

Abweichungen der EingangsgrélRen kann die Abweichung (Fehler) in der Endgréfie durch

Tangentialebene (totales Differential) angenéhert werden.

IAg| < 8—9‘-|AI|+‘8—9‘-|AT|
ol oT
472 4712l
ki -|AI|+‘—2 utlfNy

wobei Al und AT die Fehler der Eingangsgrofien sind !

|Ag| wird als Maximalfehler bezeichnet

Ag
||?| wird als relativer Maximalfehler bezeichnet

Bsp(1):
Falls Al und AT, sowie To, lo bekannt sind;
=> |Ag | durch Einsetzen leicht bestimmbar

Bsp(2):
Zur Bestimmung der Erdbeschleunigung wird ein Pendel der Lange | = 118,5 cm mit der
Schwingungsdauer T = 2,180 s verwendet.

Wie genau missen | und T bestimmt werden, damit der absolute Maximalfehler |Ag |
hdchstens + 1cm/s2betragt ?

d.h. Qualitatsanforderungen flr ein Ergebnis sind gegeben und Mel3- (Produktions-)
Genauigkeit muB dies erfillen.

Gefordert: cm
|Ag| = 13—2

Annahme (Erfahrungswert): Mel3fehler in | und T tragen je zur Hélfte zu | Ag| bei.

Somit:
2 2
4T“2 Al = o.scs—T = |All = 4T i -O.SZ—T — 0,06 cm
7T
2
‘_i’z . jaT) = 0.5‘;—2” = |AT| = 0.00055 s

d.h. Pendellange muf} auf 0,06 cm und die Schwingungsdauer auf 0,00055 s genau bestimmt

werden, um die geforderte Genauigkeit zu erfullen.
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10.5 Ausgleichsrechnung

Werden zur Bestimmung unbekannter GréRen mehrere Messungen durchgefihrt, so
entstehen in der Regel aufgrund von Mel3fehlern ungenaue Werte.

Die Aufgabe der Ausgleichsrechnung besteht in der Bildung eines ,,geeigneten‘
Mittelwertes aus den gegebenen MelRwerten.

10.5.1 Ausgleichsgerade
Bsp:

In n Messungen werden die Wertepaare (xilyi) i =1, 2, ..., n gemessen , die in etwa
auf einer Geraden liegen sollen.

Frage: Wie lautet die am ,,Besten angendherte” Geradengleichung (Ausgleichsgerade)?

y=ax+Db

d.h. Summe der Fehlerquadrate soll minimal

werden.
YiT

axitb- Fehler := Vertikaler Abstand zwischen
MeRpunkt und Gerade

d.h.

e, =lax; + b -y

Summe der Fehlerquadrate:

E(a, b): = ief

= iEfjl|axi +b- yi|2
= é(axi +h- yi)2
notwendige Bedingung:

l[im E(a, b) =lim E(a, b) =

a—>0 b—oo

=> Es mul} ein Minimum geben!
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E:Z-Z(axi+b—yi)-xi£0 /2 1.
i=1 X=—": z Xi
n n ) i( ) n i=1
by x+a- ) X = XY, - 1 =
iZ=1: IZ=1: i=1 y = H Y
n n i=1
sbnx+a- > =>xy (1
i=1 i=1
— =2 (a+b-y)-1=0 [2
i=1
e Yb+ad x=>y
i=1 i=1 i=1
< nb+anx =ny (2)
(1)-x-(2) =bnx—bnx+a-3 x? —anx’ = 3 xy, —nxy
i=1 i=1
SN a(fo - nizj = > xY, —nxy
i=1 i=1
> %Y, —nxy
S a=-1 -
X2 —nx
i=1
n-> X%y, —nx-ny
a=_izt
n-> x? —nx-nx
i=1
Einsetzen von a in (1) oder (2) ergibt: n Xy, nXy
n __ a= =t
_ XY —nxy LIRS L
N -
> xF — nx n —
i=1 - _ inyi — nxy
b=y-x-= —
L . . iy > x% - nx
Da lediglich eine Stelle, die Bedingung | erfiillt, gefunden wurde, o

und mindestens ein Minimum existieren muB ergibt sich:
=> Die Werte fur a und b stellen die gesuchte Ausgleichsgerade dar!

3

somit  y(X)=ax+b=y

Anmerkung:
(1) Ausgleichsgerade geht durch den Schwerpunkt

danb+anx=ny<b+ax=y

(2) Sind genau 2 Punkte gegeben, so geht die Ausbleichsgerade durch diese Punkte.
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Bsp:
Wir betrachten eine Melireihe, die aus 3 Messungen besteht
Xy Xy X D
11 1 1 1 y
2 2 4 8 4
3 4 4 16 16 ° °
>25 Y21
/1 J
AN
7 X
§_1+2+4_Z —_1+4+4_3 N3
~T 3 T3 Y73 T -
25-3 ! 3 25-3 ! 3
-3 6 5 -3 6
a—21 3(7)2:7 b=3—§ . 3(7)2:1 3y=7X+1
-3 -3 4

(Ausgleichsgerade)

y(1) =13/7 y(2) =19/7 y(3) = 25/7

2 2 2
6) +(3) +(3) :36+81+9:2157

Summe der Fehlerquadrate: E = (_ d
7 7 49

Bestimmung des mittleren Fehlers:
Sei e; der mittlere Fehler einer Messung, d.h. & =aX; +b—y;

dann ist der mittlere Fehler m wie folgt definiert:

2
=+ 28 Es tragen n-2 Punkte zum Fehler bei,
n-2 weil genau 2 Punkte eine Gerade definieren!
=> Die Werte von n-2 Punkten bestimmen den Fehler
4 2,57 ~160
n-—2
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10.5.2 Ausgleichsparabel

_ 2
y(x) =8, taX+ayX d.h. 3 Unbekannte (ao,a1,a2)

Falls genau 3 MeRwertpaare gegeben sind, => ao,a1,a2

bestimmen der Variablen durch 16sen des Gleichungssystems
Falls die Anzahl der MeRBwerte > 3 dann Ausgleichsrechnung

Forderung: ,
y‘ > Fehlerquadrate =Min
%/—J
=E
>‘< (aO’al’aZ)
¢ ; Notwendige Bedingung:
X |
X
1 E =0 i=0,1,2
! >‘< >f )!< Sal — Y ]
X | >
" X

E(a, a,,a,) = éef = é(aO +a,X, +a,x2 — yi)2
@ %:EZ(ao+alxi+a2xf—yi)-1:0

(2) EE:TI‘:'lzéz(ao+a1xi +a2xi2—yi)-xi =0
(3) % = éz(ao +aX, +a,x’ —yi)~xi2 =0

(1) = na, ta, YX +a, Ex2 =3y,
i-1 i-1 i1
(2) = a, -ixi +a1-ixi2 +a, ixf = ixiyi
i=1 i=1 i=1 i=1
(3)=a, Yxta, 3K+, Ix = 3Ky,
i=1 i=1 i=1 i=1

Einsetzen der Wertepaare (x;,Yy;) liefert ein lineares Gleichungssystem.

3 Gleichungen fur die 3 Unbekannten (ao,a1,az) - Die Lésung dieses Gleichungssystems
ergibt die Ausgleichsparabel.

Anmerkung:

Fur Polynome vom Grad n (n>2) wird analog verfahren; d.h. es ist dann auch ein lineares
Gleichungssystem mit (n+1) Gleichungen mit (n+1) Unbekannten zu l6sen.
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Die Darstellung von Expotential und Potenzfunktionen kann durch Logarithmieren linear in Form

einer Ausgleichsgeraden erfolgen.
Bsp:

Die MeBpunkte sollen durch eine Ausgleichsfunktion der Form y(x)=C-x"

optimal angepafit werden.

1
2
Logarithmieren:

Iny = In(C . x”)
= In(e'nC -e'”")

— In(eln C+Inx" )

=InC+Inx"
:InC+In( In(x)-n

Iny InC+In( )-n

“*:.—‘
y

y=InC+Xn

Geradengleichung:
y=nX+b
mit y=Iny

X =1In X
b=InC

C und n sind zu bestimmen!

Unsere MeRpunkte (x;,y;) miissen umgerechnet werden: (Xi ’ yi) — (’7. ’ ~i)
x| Y, X; Vi | XY, X?
111] 2 0 |069]| O 0
22| 6.1 069|181 |125]|0.48
3(3|112]110|242|265|1.21
414|183 |139|291|4.03]1.93
DXy, =794 X=08 y=196
b=196-08+ 7,95—4*0,8*1,526 ~ 069 _7,95—4*0,8*1,296 ~158
3,62—4x*( 0,8) 3,62 —4+(0,8)
¥ =158X+0,69=mit INC=069 C=¢"=e"*x2

Somit:
d.h. y(x)=2-x"*
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