Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

Weitere Beziehungen

cosh? x —sinh?x =1
sinh(2x) = 2sinh x - cosh x
cosh(2x) = sinh? x + cosh * x

Bezug zu den trigonometrischen Funktionen

COSX = %(ejX re )

. 1/ -
sinx==e” —e™*
L —ev)
= Darstellung im Bereich der komplexen Zahlen C

(Anm.: j=+/-1)

Ableitung der Hyperbelfunktionen

!

(sinh x)’ _{1(e —-e )} =%( X—(—e‘x)):%(exJre‘x):coshx

(coshx)—[ e’ —e” } %(ex—e‘x)zsinhx

(tanh x)’ = (smh X ) cosh x-coshx —sinh x-sinhx 1
cosh x cosh? x ~ coshZ x

(coth x)' = (cosh x) sinh x-sinh x —coshx-coshx -1
sinh x sinh? x " sinh? x

Areafunktionen (Umkehrfunktion der Hyperbelfunktion)

f(x) = sinh x und f(x) = tanh x sind streng monoton wachsend
—es existiert die Umkehrfunktion.

f(x) = cosh (x) wird eingeschrankt auf [0,c0), dann str. m. w.
f(x) = coth (x) ist in (-0,0)(0,+0) str. m. f.

so, dal insgesamt folgende Umkehrfunktionen definiert werden :

(Anm.: In x ist Umkehrfunktion von e*, so daB Definition der Areafunktion
mit In x erfolgt)

Areasinus hyperbolicus y =arsinh x = In(x + M) —0 <X <o
Areakosinus hyperbolicus y =arcosh x = In(x + \/xz——l) 1<X<w
Areatangens hyperbolicus ~ y=artanhx = ; In i—i x| <1
Areakotangens hyperbolicus y =arcothx == In i—f |x| >1
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Funktionsgraph

y A yA
/ y =arcoth x
y = arcosh X
X X
y = arsinh X
y = artanh x
y = arcoth x

Herleitung von :

y = arsinh x = In(x+\/x2 +1)

y = sinh x = Umkehrfunktion: x =sinh y = %(ey - e‘y)

Aufldsen nach y: x:%(ey —e’y) /-2

< 2x=e’ —e”’ /-e
< 2xe” = (ey)2 -1 /-2xe’
= (ey)2 -2xe” -1=0 Setze u=e’ dann folgt

u2—2xu—1=0:>u112:xir\/x2—+1>0
u1:x+\/x2—+1
u2=x—m
dau=e’ >0 folgt ul=x+\/x2—+l ist Losung
dh e =x++/x2+1 logarithmieren: y =Ine’ = In(x+M)

Ableitungen der Areafunktionen

y = arsinh x y'=?
Verwende implizite Darstellung :
sinhy=x= dsinhy :d_x
dx dx
N dsinhy dy _ 1
dx  dx

=coshy -y =1=y'=
coshy

mit cosh y = \/1+sinh® y = V1+ x?

, 1
=Yy'(x)= o
V1+X
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y = ar tanh x
Verwende implizite Darstellung: tanh y = x
dtanhy _dx _ dtanhy dy _,

dx dx dy  dx

!

- =
(cosh y)? Y

Nebenrechnung :
2 (i 2 i ?
1 _ (coshy) (Sl2nh Y _q_[ShY ) g amne y
(cosh y) (coshy) cosh'y

= (l-tanh®y)-y' =1
—yio 1 oy 1
1-tanh?y 1-x°

Analog erhélt man durch implizite Differentiation die Ableitungen der weiteren
Areafunktionen.

Zusammenfassung
(arsinh x)’' = !
Vx?+1
, 1
(arcosh x)' = ——
Vx? -1

(artanh x)’ = 1 !

2

1

2

arcoth x)' =

( )=
Bsp.:

(1)

Bestimmung der Ableitung von f(x) = sinh 2x - cosh 2x

£/(x) = (sinh 2x) - (cosh 2x) + sinh 2x - (cosh 2x)
Nebenrechnung : (Kettenregel)

(sinh 2x) = (sinhu) -u’ = u’-cosh u = 2-cosh u = 2cosh 2x

(cosh 2x) = (coshu) -u’ = u’-sinh u = 2-sinh u = 2sinh 2x
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Somit
f'(x) = 2(cosh 2x) - cosh 2x + (sinh 2x) - 2 - (Sinh 2x)

= 2(cosh 2x)? + 2(sinh 2x)?

= 2((cosh 2x)? + (sinh 2x)?)
mit cosh 2x = sinh? x + cosh* x
= =2cosh 4x

(2)
yzartanhg y'=7?
y =artanhu u=§
3
y'= LU SUE 3
1-u? 1_L2 3 9-x°
9

8.4. Das Tangentenverf. v. Newton zur ndherungsweisen L&sung einer Gleichung

Gesucht ist die Losung der Gleichung f(x) = 0.
Falls f(x) stetig ist kann Regula Falsi angewendet werden.

Newtonverfahren ist Iterationsverfahren, d.h.
ausgehend von Anfangswert x, werden Naherungswerte X,, X,, X, ...
berechnet — es entsteht eine Folge X, X,, X5, ... von N&herungswerten.

Unter bestimmten Voraussetzungen konvergiert diese Folge gegen den exakten
Wert &,
d.h.

limx, =&

n—o

Herleitung des Verfahren

Sei f(x) differenzierbar. Gesucht: Losung von f(x)=0

1 Tangente in P,

Tangente in P,

Yo

v

1

1

1

|
X, '/x1 X,
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X, - Startwert
Gesucht : Naherungswert x,
Bekannt : f(x) ist differenzierbar, d.h. es existiert eine Tangente in P,

X, istSchnittpunkt der Tangente in P, mit der X - Achse = Punkt P,
Schnittpunkt der Tangente in P, mit x - Achse liefert Naherungswert x, u.s.w.

Idee: Die Funktion wird in der Nédhe der gesuchten Nullstelle & durch die
Tangente ersetzt (Linearisierung) :

Berechnung von X, :

Steigung der Tangente in P, (X, /Y,)

f'(X,) = Yo Steigungsd reieck

0~ Xy
<:>(X()_)(l)'f'(xo):yo
Yo Yo
< X X, = < X, — =X
(%) ©f(xe)
S X, =X, — f,(XO)
f'(X,)

Berechnung von x, :

Steigung der Tangente in P, (x, /f(X,))

Fx) = 0 (x, - x,)-F(x,) = F(x,)

1 2
S X=X, = fix,) S X, =X _ T
f'(x,) f'(x,)

Allg. : Berechnung von X, :

Steigung der Tangente in P, = (X, , /(X))

_Fx)

, allg. Iterationsvorschrift n=1,2,3,...
F'(Xy1)

X, =X,

n

Bestimmung eines geeigneten Startwertes

a.)

Falls Tangente fast parallel zur
X - Achse, d.h. f'(x) ~ 0 dann
ist X, ungeeignet .

»
»
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8. Erganzungen zur Differentialrechnung

b.) A
X, ISt ungeeignet da zwischen

X, und & ein Extremwert liegt.

ungeeignet

»

[ ! 1 v
K geeigneter Wert

Bestimmung eines geeigneten Startwertes erfolgt z.B. durch Anfertigung einer
Funktionsskizze.

Zusammenfassung

Sei f(x) differenzierbar. Gesucht ist eine Lésung & der Gleichung f(x)=0.
~ f(xa)
f'(X,4)
n=12,3,...wird ausgehend vom Startwert X, eine Folge von
Naherungswerten X, X,, X,,... errechnet.
Konvergenz kriterium : Falls fir alle x; (i=1,2,3,...)gilt
f(x;) - £"(x;)
[fF'(x)f

gesuchten Wert.

Mit der Iterationsvorschrift ~ x, =X,

n

<1  konvergiert die Folge {x, } gegen den

Bsp.:
f(x)=x>-x+1
f'(x)=3x* -1
f"(x) = 6x
Bestimmung eines Startwertes :
Skizze:
* f'(x)=0 3x2-1=0
ox? =1
3
g X2 = * l
7 > 3
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Wahle x, = -1
ia [f(-2)-f"(-1| [1-2|
' 2 -
CTRED
Zwischen x , = =1 und der gesuchten Nullstelle liegt kein weite rer
Extremwert = Das Tangentenv erfahren von Newton konvergier t.

<1 ist geeigneter Startwert.

Berechnung der N&herungswerte

LN X L) o FI(Xy)
1 -1 1 2
2 -1,5 -0,875 5,75
3 -1,35 -0,11 4.4675
4 -1,325 0,0012
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