Mathematik 3 MF Skript Prof. Dr. Henrich

Geometrische Veranschaulichung
Prinzip:
mit der zuletzt bestimmten Steigung wird die neue Steigung berechnet,
dh. 14a 22mita b 3 mithtc 4 mitcd

\/A

¢ = b dadiey - Werte

von € # b und die
Funktion f(x,y) ist

Yol

Start:
m, = f(xo,yo) ist Steigung im Startpunkt PO (Richtungselement &)
Mitte:
h K, ) . _ i i =~
m, = f| X, +§ ' Yo +? ist Steigung in Q (Richtungselement b)

1 k
da Yo :yo"'Eh'f(Xo’YO):yo"‘?l

h k
m, = f(x0 +§ ' Yo +72) ist Steigung in R (Richtungselement C€)
1 h k k
da YR:yo+zh'f(xo+§ayo+?lj:yo+72
parallel zu b

d.h. von PO in Richtung b auf die Intervallmitte zu
Endpunkt:

m, = f(x0 +h,y,+ k3) ist Steigung in S (Richtungselement a)
von P in Richtung € zum Intervallende S
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K,

h
ys:yo"'h'f(Xo"'E’yo"‘?j:yo"'ks

Insgesamt erhalten wir fiir “gemittelte Steigung :

_mg+2m, +2m, +m,
- 6

13.3 Dgl. 1.0rdnung

13.3.1 Trennung der Variablen

Gegeben sei Dgl. der Form y' = f(x) -g(y)

Y _f(x)-ay) 1o

9(y) Variablen x und y sind getrennt

Intergation:
1
——dy = If(x) dx

oly)

anschlieBend Auflosen nach y liefert die Losung der Dgl. in expliziter Form

Bsp(1):
X+y-y' =0 Dgl. 1.0rdnung in impliziter Form

y(0) =2 Anfangswert

Trennung der Variablen:
X — =
+yd

y dy = —x dx
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Integration:
Jy dy=-)x dx
l 2 1 2
<:>§y +C1 :—EX +C2
1 1
Eyz = —EXZ +C
y?=—x*+2C
Die allgemeine Losung in impliziter Form: y? +x°>=2C (Kreis)
Die spezielle Losung fiir y(0) = 2 :
= C=2
y>+ x> =4

Die spezielle Losung ergibt einen Kreis mit dem Radius 2.

Bsp(2):
y'=y
dy dy :
i y=dx= M (fallsy = 0 d.h. Fall y = 0 ist separat zu untersuchen)
dy
dx=|—
Jox=]5
x+C, =Inly|+C,
Injy|=x+C
eln\y\ _ ex+C
y=1te® e
y=K-.e*

mit K=+e® KeR\{0}

Untersuchungvon y=0

d.h. auch y(0)=0  (Abbildung auf der x-Achse) erfiillt die Dgl.
Insgesamt erhalten wir:
y=K,-e mit K, eR

als allgemeine Losung der Dgl. y =y’

Kapitel 13 Seite 11




Mathematik 3 MF Skript Prof. Dr. Henrich

13.3.2 Intergation einer Dgl. durch Substituion
Gegeben sei eine Dgl. 1.0rdnung der Form y’ = f(x, y) , wobei auf den ersten Blick das

Verfahren der Trennung der Variablen nicht anwendbar erscheint. Aber durch Wahl einer_
geeigneten Substitution ist das Verfahren der Trennung der Variablen anwendbar.

Bsp(1):
y'=2x-y
dy
— = 2X—
dx Y
dy = (2x - y)dx

falscher Ansatz

Substitution:

Uu=2x-y = ay =u nun 3 Variablen

dy _d(2x-u) _d2x du _, du

dx dx dx _d_x_ _d_x
) du
dx
:>2—u:d—u
dx
(2—u)dx =du
du
dx=-— fir 2—u =0

d d
J.dxz.[g_uu:_.'.u_ug

-x=Inu-2/+C

e * = eln\u—z\ EVS

C,
e =[u-2-C,
C,-e*=|u-2

1Fall C,e™ =+(u-2)
2.Fall C,e™ =—-(u-2)
<-C,e*=(Uu-2)
= C-e*=u-2 CeR
Ricksubstitution: |, _o _ (2x-y)-2=C-e™
=S y(x)=K-e™*+2x-2
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Bsp(2):
Gegeben sei Dgl. 1.0rdnung der Form 'y’ =f(ax + by + c)

Wahle Substitution:
u=ax+by+c

du
= —=a+hy’
dx

mit y’ =f(u) erhalten wir:

d.h. Losung kann mit dem Verfahren der Trennung der Variablen bestimmt werden.

Bsp(3):
) e
X X X
wahle
u—X:>y':f(u) y = ux
,_d(ux)
y' = = Uu'X+u
dx
Somit
u'x+u=f(u)
du dx
ot f(u)-u /- o
du = (f(u)— u)d?x / (f(u)— u)
_,_Gu _dx
(f(u)— u) X

Losung durch Trennung der Variablen
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Zusammenfassung:
Dgl. 1.0rdnung von Typ

a) y’ = f(ax+ by +c) lassen sich durch Substitution u =ax+by+c

b) y' = f(zj lassen sich durch Substitution u = y
X X

wie folgt I6sen:

1. Substitution

2. Losen der substituierten Dgl. in den Variablen x und u mit dem Verfahren der Trennung
der Variablen

3. Riicksubstitution

Anmerkung:

Bei der Bestimmung der allgemeinen Losung sind insbesondere Félle der Division durch
Null  zu beachten.

13.3.3 Lineare Dgl. 1.0rdnung

bisher:

y' =f(x)-9(y) Sonderfalle:

y' = f(ax+ by +c)
/-2
X
Definition:

Eine Dgl. 1.0rdnung heift linear, falls sie von der Form y’ + f(x)-y = s(x) ist.
s(x) heifdt Storfunktion

Falls s(x) = 0, dann heiRt die obige Dgl. homogen, ansonsten inhomogen.

1) Untersuchung der homogenen Dgl.

y' +f(x)-y=0
=y =—f(x)y
dy

D _y.f
dx y (X)

d.h. Losung mit dem Verfahren der Trennung der Variablen
2) Untersuchen der innomogenen Dgl.
Losungsmethoden:

1. Variation der Konstanten
2. Suchen einer partikuldren (speziellen) Losung
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13.3.3.1 Variation der Konstanten
Gesucht wird die Lésung der Dgl. y’ +f(x)-y =(x)
Zundchst: Losen der homogenen Dgl.:

y' +f(x)-y=0
y'=-y-f(x)
dy
o _y.f
dx y (X)
dy
— = —f(x)dx
;=10

dy

— = —| f(x)dx
Iy =1
Injy|+ C = —jf(x)dx
eln\y\ e—jf(x)dx—C

= y(x) = K.e 110 K eR\{0}

mity =0 ist auch K =0 erlaubt = K eR

inhomogene Dgl.  y"+f(x)-y=s(x) (1)

Idee (Lagrange) : Integrationskonstante K wird durch Funktion K(x) ersetzt.
Differentiation y(x)erfolgt mit Produktregel (— Summe, wobei S(x) entstehen
soll)

Ansatz fur inhomogene Dgl.

y(X) _ K(X) e—jf(x)dx
=2 (e )
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Einsetzen in (1) liefert:

K (- 1" 19 k() 0 1K) e T =
y' f(x).y

= K'(x)'e_jf(x)dx =9x) K(x) =2

K'(x) _ s(x) ejf(x)dx

Einsetzen in Ansatz
fiir y(x):

y(x) _ (IS(X)-ejf(X)dXdX+ Cj ‘e—J.f(x)dx

ist allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. (1)

Zusammenfassung:
Eine inhomogene Dgl. 1.0rdnung vom Typ y’ + f(x)-y = 5(x) a8t sich durch Variation der

Konstanten wie folgt l6sen:

1. Intergation der homogenen Dgl. y,(x) = Ko [T

2. Variation der Konstanten K -> K(x)

Ansatz: y(x) = K(X)_e—jf(x)dx
Einsetzen in inhomogene Dgl. liefert Dgl. 1.0rdnung fiir K(x), die durch Integration

geldst werden kann.
Anm.:  Allg. Lésung der inhom. Dgl = Allg. Losung der hom. Dgl. + spezielle L6sung der inhom.

Dgl.

Bsp: Variation der Konstanten

y’+X:sinx = y'+—-y=sinXx
X X

d.h. Einsetzen von f(x) und s(x) in allgemeine Losungsformel und berechnen der Integrale
ergibt die Losung.
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Wir wiederholen das Verfahren zur Bestimmung der allgemeinen Losung am Beispiel:

1. Losen der homogenen Dgl.  y' + Y_o
X

2. Variation der Konstanten

dy __y
dx X
:y:—d—x y=#0
y X
Integration dy dx
=>|—=-—
y X
= Inly|=—Inlx|+C

eln\y\ _ e—ln\x\+c

_ e—ln\x\ .ec
1 N
|y|=N-k k eR"\{0}
Fallunterscheidung:
afura>0
|a|= —afira<o0

1 x>0:>y:k1
y>0:y=k-—

Xl y:kl-1 k,#0
X X<0=>y=-k= X
X
1
1 X>0=y=-k- 1
y<0:y=-k-= )1( y=k,-= k, #0
|X| X<0=>y=-k— X

y=0 = k,;=0
1

= y:kl.; k eR

allgemeine L6sung der homogenen Dgl.
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Variation der Konstanten K = K(x)

Ansatz:
K(x K'(x)-x—K(x)-1
=" oy XK
X X
inhomogene Dgl.
y'+%:sinx

einsetzen ergibt:

K'(x)-x - K(x)-1+ K(x) 1
; y

-—=sinX
X
! . ’
KE(XZ)X:sinxc )EX)

K'(x) = x-sinx < dK(x) = x-sinx dx

=sinx

Integration:
K(x) = Ix-sinx dx+C = x-(—cosx)—jl-(—cosx)dx+c

partielle Integration:

K(x) =sinx—x-cosx+C

Insgesamt:

sinx—X-cosx+C sinx+C
y(x) = . ==

— COS X CeR

Zusammenfassung: Dgl 1. Ordnung

- Trennung der Variablen y’ = f(x)-g(y)
- Substitution y' =f(x,y)
Bsp.

y'=f(ax+by+c) u=ax+by+c

) e
X X
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- lineare Dgl 1. Ordnung y’ +f(x s(x)  (inhomogen)

)y =
y'+f(x)-y=0 (homogen)

- Variation der Konstanten  y(x) = US(X) gl e dx) P P ML

Lésung der inhomogenen Dgl allgemeine Losung der
homogenen Dgl

13.3.3.2 Suchen einer partikularen Losung

Gegeben sei eine inhomogene Dgl 1. Ordnung y’ + f(x)-y = ()
Yo = Yo(X) sei Losung der homogenen Dgl y’ +f(x)-y =0 und y,(x) sei eine beliebige,
aber spezielle Losung der inhomogenen Dgl

=>
Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl - y(X) = yo(X)+Y,(X)

Beweis:
zu zeigen: 1. y(x) erfillt die inhomogene Dgl

Y ¥(X) = (Ya(X)+¥,() +F06)-(Vo(X) v, ()

=y, (X)+Y, (X)+F(X)-yo(X) + F(x) -y, (%)
=y, () F(X)-yo(x) + y, (X)+F(x)-y,(x)
- 0 + s(x)

zu zeigen: 2. jede Losung der inhomogenen Dgl ist von der Form y,(x) +y,(x)

Sei ¥(x) beliebige Losung der inhomogenen Dgl
d.h. §'+f(x)- ¥(x) = 5(x) (1)

Beachte spezielle Losung y ()

S(X) =y, (x)+F(x)-y,(x)
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einsetzen in (1):

y'+1(x)-¥(x) =
y'+ (X) V()= ¥, ()= F(x)-y,(x) =0
)

-y, (9 + 13- (3(x) -, () =0

d.h.
¥(x)—y,(x) ist Losung der homogenen Dgl und somit von der Form y,(x)
Yo(X)=¥(x) = ¥,(X)
V(%) = ¥,(X)+ Yo(x
Anwendung:

Die allgemeine Lésung der inhomogenen Dgl y'(x) +f(x)-y(x) =s(x) kann wie folgt
bestimmt werden:
1) Bestimmung einer beliebigen, aber speziellen Ldsung der inhomogenen Dgl

2) Die allgemeine Losung der homogenen Dgl bestimmen
3) Die Addition der beiden Lésungen aus 1) und 2) ergibt die allgemeine Ldsung der

inhomogenen Dgl

Bsp(1):
Gesucht ist die allgemeine Losung der Dgl y’ + Y _x?
X
Verfahren:
1) Bestimmung einer partikuldren Losung
Ansatz: yp(x) = ax® yp' (X) = 3ax’ Eswird ax® gewahlt, da auf der rechten

Seite der Gleichung x? vorhanden ist und
somit auch auf der linken Seite der
Gleichung X2 erwiinscht ist.

Einsetzen in Dgl

ax®
3ax’ +7 =X Abl von ax® ergibt x°
3
3ax® +ax® = x* ﬁergilot x?
X
4ax® = x*
da=1
1
a==
4 3

Partikuldre Losung y,(x) = %x
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2. Losung der homogenen Dgl y' + Y_o
X

Yo(X)=

(siehe Bsp Variation der Konstanten Seite 68)

CeR

x| O

Gesamt:
Allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl

y(x)=%+%x3 mit C eR

Bsp(2):
Gesucht ist allg. Lésung der Dgl. y’ + Y _sinx sowie spez. Lsg.mit y(n)=2
X
sinx

1. Partikulére Losung y(X) = —— —cosx
X

X - COSX —sin X .
Probe : y'(x) = =—————(-sinx)
X
. COSX Ssinx . sinXx Ccosx .
einsetzen: —— ———+siNX+—————=sinx
X X X X
2. Lsg. der hom. Dgl.
y . C
"+==0 st X)=—
Y+ Yo(X) =~
sin X C sinx+C
= y(X)=—=-cosx+— = —cosx CeR
X X X

spez. Lsg. :y(xr) =2  d.h. konstante C ist zu bestimmen

(Tt)=Siﬂ—COSn+E=9—(—1)+E:1+E
T T T T T
1+E:2<:>E<:>
T T
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13.4 Dgl 2. Ordnung (mit konstanten Koeffizienten)

Allgemeine lineare Dgl 2. Ordnung
Y+ (%)Y + o (X) -y =5(x)

Definition:
Eine Dgl vom Typ y” +ay’ + by = s(x) heif3t lineare Dgl 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten (a und b). Storfunktion s(x). Falls S(x) =0 istdie Dgl 2. Ordnung homogen.

13.4.1 homogene Dgl 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y"+ay’+by=0 (1)
Satz:
Sei y,(x) und y,(x) Losung, dann istauch y(x)=C,-y,(x)+C,-y,(x) Losung der Dgl
Beweis durch Einsetzen.

Problemstellung:  Bestimmung der allgemeinen Losung von (1)

Struktur der Losung:
1. Dgl 1. Ordnung y’ +ay =0

Die Integration liefert einen frei wahlbaren Parameter C,

2. Dgl 2. Ordnung y” +ay’ + by =0
Zweimalige Integration liefert zwei frei wéahlbare Parameter C; und C,

Daraus folgt:
Falls y,(x) und y,(x) Losung von (1) ist, dann ist

y(X)=C,y,(X)+C, -y,(x) allgemeine Lésung von (1)
(da C, und C; zwei frei wéhlbare Parameter und falls y(x) nicht in der Form
y(X)=C;-ys(x) darstellbar ist.)

d.h.
C. und C, durfen nicht zusammengefallt werden kdnnen.

Bestimmung von Funktionen y,(x) und y,(x) zur Losungvony"” +ay’ +by =0
(homogene Dgl)
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Losungsidee: Verwendung einer Fkt. deren Ableitung = Konstante - Funktion

y(X) — ekx
y'(x)=k-e*
y"(x)=k?*-e

Durch Einsetzen erhalt man:

k?.e® +ak-e® +b-e =0

(charakteristische Gleichung)

k?+ak+b=0
a |a
K,,=——%.,——b
1/2 2 4
Fallunterscheidung:
1. Fall: 22 .
T—sz = k1=k2=—§
=a=-2k
2
b=2 -k
4

= y,(x)=¢e" und
Y,(X)=x-e*

Die zweite Losung laBt sich durch Einsetzen beweisen.

Somit erhalten wir als allgemeine Losung: y(x) ~C,-e*+C, x-e
2. Fall:
a‘2
—=b>0 = k, =k,
4
=y, (x)=e"
yz(X) _ ekzx

Somit erhalten wir als allgemeine Losung:

y(x)=C,-e“*+C, e

2X

Kapitel 13
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3.Fall
a’ a’ . .
T_b<0 = T—b:y(o o R undsz—_l
Kiyp = —% Tjo (komplexe Lésung)
a, .
Yua(X) = gkuzX e(_gij‘m)x
_a
—g 2 'eij-mx

—e 2 .gHE) (Verwende : e¥® =cose + j sinw Eulersche Formel)
_ay o
=e 2 -(cog(*ex) + j-sin(+wx))
a

a
—-—X ——X

y(x)=e 2 -cosox)*j-e 2 -sin(wX)

yi(x) ya(x)

Realteil Imaginarteil

Somit erhalten wir als allgemeine Losung:

y(X)=C,-e 2 -cos(@x)+C,-e 2 -sin(wx)

Anmerkung:
1) mit dem Lésungsansatz y(x) = e

Koeffizienten geldst werden.

kx

konnen auch Dgl hoherer Ordnung mit konstanten

2) Mit obigem Ansatz haben wir die komplette und vollstandige Ldsung explizit bestimmt

(<= einfaches Schema !)

Bsp(1):
y"—-6y'+9y =0 a=-b6
b=9
a, |[a®
Ky, _Ei T_b
__ 6, 38
2 4
=30
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Bsp(2):
5p(2) y"+3y'-4y =0

3

|
I
|
T
N
~

k1/2 ==

~|©

Il
|
I+

=8

|
P Nolw N w N

I+
N | ol

~ X

N =
!
|

N

=y(x)=C,-e*+C,-e™

Bsp(3):
y"+4y"'+20y =0

4 [16
Ky = —=+.[— =20
1/2 2 4

13.4.2 Inhomogene Dgl 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
gegeben sei Dgl der Form y” +ay’ + by = 5(x)

s(x) heifdt Storfunktion

Die allgemeine Lésung ist von der Form y(X) = y,(X)+Y,(X) , wobei y,(x) die

allgemeine Losung der homogenen Dgl, und y,(x) eine beliebige partikulére Losung der

Dgl ist.

yo(x) ist bekannt ( siehe 13.4.1), somit bleibt als Restproblem die Bestimmung von

y,(x) in Abhangigkeit von s(x).
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Losungsansatz fiir y,(x) in Abhangigkeit von s(x)

I s(x)=a,x" +a,,x"" + ... +a,x+a,
=>y (x) ist Polynom vom Grad nfalls a, #0 und b0
y,(x) ist Polynom von Grad (n+1) falls a, =0 und a, =0

y,(x) ist Polynom vom Grad (n+2) falls a, #0 und a, =a, =0

Il s(x) =C, -coswx + C, -sinmx

=y, (x)=A-cosox+B-sinwx (gilt auch fiir C, =0 oder C, =0

I s(x)=C-e*
= A-e" falls k nicht Lésung der charakteristischen Gleichung

V(%)
= yp(x) = Ax-e* falls k einfache Lésung der charakteristischen Gleichung
y,(x)=Ax?-e“ falls k doppelte Losung der charakteristischen Gleichung

IV s(x) ist Summe aus I bis Il
=v,(X)=>y,(x) vonlbis il (Superpositionsprinzip)

Verfahren:
1. Wahlen eines Ldsungsansatzes

2. Bestimmung der Variablen durch Koeffizientenvergleich zwischen der rechten und der

linken Seite der Dgl, wobei der Lésungsansatz, bzw die entsprechenden Ableitungen
eingesetzt werden mussen.

Bsp. : y"+3y' -4y =x+1

Lsg. der hom. Dgl.: y(x)=c,e* +c,e”™
part. Lsg. der inhom. Dgl.: s(x) =X+1 (Polynomvom Grad 1 mit a, =1#0)

Somit Ansatz :
y,(X) =a,x+a,
y,'a (X) = a,
y;(x)=0
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Einsetzen :
0+3a, —4(a,x+a,)=x+1
& -dax+3a, —4a, =x+1
~ da,-1 —a--1
4
3a,-4a,=1 = -§—4a0=1 /+§
4 4
-4a0=z / -4
4
N
° 16
: 17
Somit X) = —=—X——
Yy (%) 4" 16

Insgesamt erhalten wir als allg. Lsg der inhom. Dgl.
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