| Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

5. Differentialrechnung

5.1. Grundlagen

Bsp.:
f(x) = x?
Frage : Welche Steigung hat die Tangente in einem
Punkt P = (x,;f(x,))

A

FOS+Dx)-memes ? Tangente
Dy Gesucht : Steigung der Tangente

inx, =0,5 d.h.P(0,5;0,25)
F(05) --|-F gl .

v

Idee : Wir bestimmen einen N&herungswert und verbessern diesen Naherungswert
solange, bis wir einen hinreichend guten Wert erhalten (Anm.: Man denke z.B.
an die Nullstellenbestimmung mit der Regula Falsi).

1. Schritt:  Bestimmung eines N&herungswertes

Frage : Wie bestimmt man einen N&herungswert ?
(wichtig: man muR diesen Wert berechnen kdnnen)

Gegeben ist lediglich die Funktionsgleichung f(x), d.h. “Punkte im x-y-

Koordinatensystem.

Wahle Q2P und bilde Sekante durch Punkt P und Q. Dann sei die
Sekantensteigung der Naherungswert flir die Tangentensteigung

Hierbei wurde verwendet, daR die Sekantensteigung (Steigung einer Geraden)
berechenbar ist.

Berechnen der Sekantensteigung

Steigungsdreieck : m(Dx) = % (Dx Lese: delta x)
X

Dx ; Dy sind durch P und Q gegeben
P =(0,5;f(0,5)) = (0,5;0,25)
Q =(0,5+Dx;f(0,5+Dx)) = (0,5; (0,5 + Dx)?)
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Somit :

Dy f(0,5+Dx)-f(0,5) _ (0,5+Dx)*-0,25

& - Dx B Dx
0,25+ Dx + (Dx)* - 0,25

=1+ Dx

Dx
d.h. Steigung der Sekante durch Punkt P und Q =1+ Dx

Bsp.: Dx=1 d.h. Q=(1,5;f(1,5))=(15;2,25)
P Sekante durch P = (0,5; 0,25) und Q = (1,5 ; 2,25) hat die
Steigung : 1+Dx=1+1=2

2. Schritt :  Verbesserung des Naherungswertes

Wenn sich der Punkt Q dem Punkt P nahert, so erhélt man bessere Naherungswerte.
Q nahert sich P bedeutet :

Q =(0,5+Dx;f(0,5+ Dx))
P =(0,5;f(0,5))
d.h. 05+Dx®0,5 bzw. Dx ® 0

Wir betrachten somit den Grenzwert :

. . D .

lim ri% = lim =Y = lim1+ Dx =1

DXx®0 Dx®0 DX Dx®0
Sekantensteigung

d.h. Wahle bel. Folge < Dx , > mit Ii@g} Dx, = 0und berechne m(Dx )

(Sekantensteigung).
Gilt dann Ii(g;lé m(Dx, ) =g ,d.h.der Grenzwert existiert fur jede mogliche

Folge < Dx,, >und der Grenzwert ist unabhé&ngig von der speziellen Wahl
von Dx , dann gilt E!igom(Dx) =g

In unserem Fall wahle z.B.Dx , = 1 ®0 (n®¥)
n

dann m(Dxn):DD—y:1+ DX, =1+1®1 (n®¥)
X n

n

Der Grenzwert der Sekantensteigungen ist die Tangentensteigung
d.h. Die Parabel f(x)=x2 hat in P(0,5 ; 0,25) eine Tangente mit der Steigung 1.
Wir schreiben : f(0,5)=1
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Bestimmung der Tangentensteiqgung von f(x)=x2 fir ein bel Xo

Sei x, (bel)fest  f(x) = x?

Sekantensteigung :

(X, +Dx) - f(X,) _ (X, +Dx)? - x,> _
(X, +DXx) - X, Dx

m(x,) =

Xy + 2%, *Dx +Dx? - x,* _ 2X,*Dx + Dx?
Dx Dx

= 2X, +Dx
Die Tangentensteigung ergibt sich als Grenzwert
fimm(x;) = fim 2, + Dx = 2,
Somit
Die Steigung der Tangente in (x,;f(x,)) der Normalparabel f(x) = x* ist f{x) = 2x
f¢(x) heiRt Ableitung der Funktion f(x)

Bsp.:

(1)
X, =1 fi)=2x1=2 d.h. Tangentenstg. in x, =1ist 2
X, =0 f0)=2x0=0 d.h. Tangentenstg. inx, =0ist0

X, =-1 f¢-1)=2x(-1) =-2 d.h.Tangentenstg. in x, = -1list-2

(2)
In welchem Punkt P(x, / y, ) hat die Parbel f(x) = x* die Steigung 6 ?

f((xo):zxx0£60xozgox0:3

Yo =X,  =3%=9 SomitP(x,/y,)=(3/9)
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Def.:
Die Funktion y = f(x) sei in einem Intervall (a, b) das x,, enthalt definiert.
f(x) heil3t an der Stelle x, differenzierbar, falls der Grenzwert
lim f(x, +Dx) -f(X,)
Dx®0 Dx
existiert.(Dies ist der Grenzwert der Sekantengleichungen)
Der Grenzwert heil3t Ableitung (bzw. Differentialquotient) der
Funktion y = f(x) an der Stelle x,.
Wir schreiben: f(x,) oderd—y
dx x=x,
Def.:

Ist y=f(x) an jeder Stelle x des Intervalls (a,b) differenzierbar, d.h. existiert an
jeder Stelle die Ableitung f'(x), so heil3t f(x) im Intervall (a,b) differenzierbar.
b f(x) heillit Ableitungsfunktion

5.1. Ableitung elementarer Funktionen

Bsp.:
1)
f(x) = x? fi(x) = 2x
A
fi(x) = 2x
f(x) =x?
(2)
f(x)=c cTR const.
A
a f(X)
Fi(x) = lim 1RO =T _ pe=c_ i O
Dx®0 Dx Dx®0 DX Dx®0 DX

Somit : Ableitungsfunktion von f(x) = ¢ ist f¢(x) =0
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3.)
f(x) =x
A
f(x) =x
Fi(x) = lim f(x +Dx) - f(x) - Jim X + DX - X
Dx®0 Dx Dx®0 Dx
= Iim%: liml=1
Dx®0 DX  Dx®0
Somit : Ableitungsfunktion von f(x) = x ist f¢(x) =1
(4)
f(x)=ax+b (allg.Geradengleichung)
Fi(x) = lim f(x +Dx) - f(x) — lim a(x+Dx)+b-(ax+hb)
Dx®0 Dx Dx®0 Dx
. ax+taxDx+b-ax-b _ . axDx _ .
= lim = lim =lima=a
Dx®0 Dx Dx®0 DX Dx®0
Somit : Ableitungsfunktion von f(x) = ax + bist f¢(x) = a
d.h.aist die Steigung der Gerade.
(5)

f(x)=x"
f(x+Dx) -f(x) _ lim (x +Dx)" - x"
Dx Dx®0 Dx

100 = i

ng ng
x“+§ %" xDx + £ gx“‘ZX(Dx)2+K+(Dx)”—xn
1; 2;

= lim g
bin. Dx®0 Dx
Formel
. égno . ang . LU
L TEa P
ge--o g u
— H &no n-1 H &nO n-2 H n-1
Grenzwe_rteiner IDILQOE 1:X * IZ!)!QO $X X(DX) * K * Ilixé)‘ls
Summe ist Summe g 1 %&244@
der Grenzwerte -0 =0
:angxn—lznxxn—l
b1

Somit : Ableitungsfunktion von f(x) = x" ist f¢(x) = nxx"*
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Bsp.:
f(x) = x fi(x) =1xx° =1
f(x) =x> fi(x) = 2xx
f(x) = x" fi(x) =10xx°
f(x) = 4xx’ fi(x) = 4x7x° = 28x°
(6.)
f(x) =sin
Imf(x+Dx)—f(x):,) lim sm(x+Dx)—S|nx:?
Dx®0 Dx Dx®0 Dx
Vorbereitung
Additionstheorem : sin(a +b) =sinaxcosb £ cosaxsinb
Nebenrechnung: a+b=x+Dx und a-b=x
P Setze: a= x+% b:% dann
2 2
sin(a +b) =sin(x + Dx) = smgx +D—9xcos%%9+ cos%x +%9xs ng DXO
29 €29 e 2 g 2 g
- sin(a -b) =sinx —sm(‘;x+%9xcos<;%9—cos<;x+D—stm§%9
29 2¢ 29 €2¢
sin(x + Dx) - sin x = Zcos(;x +%—xsm§%9 *)
29 2 g
. . Zcos(;x+%—xsma§%9
“msln(x+Dx)—smx:Ii 8 20 6 2¢
Dx®0 Dx Dx®0 Dx
e @ Dxo 2 . aDx¢u
= lim acos¢ X + ——*x—xsing—-3;
DX®O e 2 g DX e 2 ﬂU
= lim cos§x+%9x Iig ixsin% (**)
TAasa43 1204
=cos X (da cos x stetig -
Gesucht :
lim ixsin% =?  Anm.:Dxistim Bogenmal
Dx®0 DX 2

Setzez = % dann

.sinz .
lim——=2? zim Bogenmal3
®0 7
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Vermutung :
lim SN2 =g
®0 7
da fur kleine Winkel die L&nge des Bogens z fast gleich der Lange der Strecke
sin z ist.
Tabelle :
a (Grad) 10° 5° 1°
z BogenmalR | 0,175 0,0873 0,0175
sin z 0,174 0,0872 0,0175
sinz/z 1,006 1,001 1

Flachenvergleich

. -tanz
inz
€05z F = Coszxsinz _ 1xtanz
2 2
F £ I:Punkt—Linie £ I:Strich—F’unkt—Linie 7 z
' tan z F = Kreisflachex— = prx— =z
coszxsinz . z
dh. ———M£ £ —— 2p 2p
2 2 2
~ . sinz .
U coszyxsinzf£z£ —— /:sinz
C0SZ
~ Z 1
U coszf—£—
sinz cosz
. . Z . 1
limcosz £ lim—— £ lim——
z®0 o ®0§|NZ 2®0CcosSzZ
= =1
Somit
. z
||m_— =1
2®0 §in Z

Einsetzen in (**) ergibt
. sin(x + Dx) - sin x
lim

DXx®0 Dx

Somit Ableitungsfunktion von f(x) = sinx ist f¢(x) = cos x

= cosxx1l=cosx

Ableitung der elementaren Funktion siehe L. Papula S.261
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Bsp.:
f(x) = cosx fi(x)="?

Bekannt ist (sin X)¢ = cos x

Verwende cosx = smgx + go

g
d.h. die Ableitung von cos x an der Stelle X, ist gleich der Ableitung
von sin x an der Stelle x,, + %
Somit
(cosx)t= E ngx +——: = cos%x +P0- sinx

e 29

d.h. fé(x) = -sinx

Naherungsrechnung fiir die Ableitung

Verwende Differentialquotient %
X

Falls Dx hinreichend klein ist, so liefert dies einen guten Naherungswert.

Bsp.:
(x+Dx) _ AX
f(x) = e* Dy_e"™" -¢e
Dx Dx
Sei x, =1
1,01 1
Dx=001 = “€ _57319
Dx 0,
1,001 _ A1
Dx=0001 =8 € _57106
Dx 0,001

Somit ft(1) @ 2,7196 » €'

genau:ft(l) =e

Berechnung von Néherungswerten an anderen Stellen X, liefert
Vermutung f¢(x) = e*
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5.3. Ableitung von Summe, Produkt und Quotient

Sei  f(x)=x®+sinx fi(x) =2
Allg. f(x)=f,(x)+f,(x) fix)="2
||m f(X+ DX) —f(X) - I|m fl(X+ DX)+f2(X+ DX) - (fl(x)+f2(x))

Dx®0 Dx Dx®0 Dx
i T+ DX) = £, () + £, (x+ DY) - £, ()
Dx®0 Dx
- Dl)i(go fl(x + D;)z - f1(x) + Dljgo fz(x + D;)z B fz(x)
Somit fi(x) = f4(X) + f§(x)

Bsp.: f(x)=x°+sinx ® fi(x) =5x"* +cosx
Ableitung der Differenz erfolgt analog.

Zusammenfassung : Summenregel

Bei einer endlichen Summe (Differenz) wird gliedweise differenziert

f(x) = (x) £f,(X) £ K2, (X)
fo(x) = F5(x) 2 F§(x) £ K £ ¢ (x)

Bsp.:
(1)

f(x) =3x® +sinx+e* +Inx

fi(x) =18x> + cosx +e* o1

X

(2)

f(x) =sinx - cosx

fi(x) = cosx - (-sin X) = cos x +sin X
3)

Sei f(x)=x"xsinx fi(x) =7
Allg. £(x) =g(x)rth(x)  fi(x) =2

Fi(x) = lim XD =F0) _ i 90+ DX)xh(x + DX) - g(x) th(x)
DXx®0 Dx DXx®0 Dx
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Addition und gleichzeitig Subtraktion von g(x) xh(x + Dx) ergibt
_ Jim 9+ Dx)xh(x + Dx) - g(x) *h(x + Dx) + g(x) *h(x + Dx) - g(x) *h(x)

DX®0 Dx

_ i 90¢+ DX) = g()]#h(x + Dx) + g(x)*[h(x + Dx) - h(x)]
Dx®0 Dx

- [!xigogg(x * D[;()z ~9(x) th(x + Dx) + g(x)* h(x+ D[;()z - h(x)g

_ im 89(x+Dx) -g(x) U, i 6oy X DX) —h(X) 0

B —— h0x+Dx)g + limea(x) x|

= 1im 3XF D) =00 i 1y (x + Dx) + Tim g(x) fim X PX) =09
DX®0 Dx DX®0 DX®0 Dx®0 Dx

= g(x) X h(x) + g(x) * h¥(x)

Zusammenfassung : Produktregel

Die Ableitung des Produktes f(x) = g(x)*h(x)
ist fo(x) = gb(x)xh(x) + g(x) *hé(x)

Bsp.:
(1)
f(x) = x*xsinx
fo(x) = (x*)txsinx + (x*) x(sin x)¢
fi(x) = 4x®xsinx + x* xcos x
(2)
Spezialfall : f(x) =cxg(x) c¢TR konst.
F(x) = (c)txg(x) + crgh(x) = cxgi(x)
d.h. Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten
3)
f(x)=4x> +2x> +x +1
fi(x) = 20x* +6x° +1
(4)

P(x)=a x"+a, x""+K+a,x"+a, (Polynom)
Pi(x) =nxa,x"" +(n-1)xa, ,x"? +K+1ra,x’
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(5)

(6.)

f(x) =sinxxcosx
ft(x) = cosxxcosx +sin X x(-sin x)
fi(x) = cos® x -sin® x

f(x) = 5x>xsinx e
fo(x) = (5x®)tx(sin x xe*) +5x> x(sin x xe*)¢
= 3x5x° xsin x re* +5x3X[cosx><ex +sinxxex]
=15x% xsinxxe* +5x®xcosx xe* +5x°> xsin x xe*
(d.h. Ableitung eines Produktes aus 3 Faktoren ist
f(x) = uxvxw B fi{(x) = ubxvxw + uxvlxw + uxvxwt)

sin x
X4

Sei f(x) =

fi(x) =2

f(x) = sinxxxi4 =sinxx(x™)

fi(x) = (sin x)¢x(x~*) +sin xx(x ~*)¢

_ COSX

= +sinxx(-4)x(x™°)
X

_cosx _4xsinx _ (cosx)xx‘ sinxx(4x)°*
x* x° x® x®
_ (cosx)xx* = (sinx) x(4x)°
X8
_(sinx)txx* —sinxx(x*)¢

(x")*

Allgemein : Quotientenregel

Die Ableitung einer Quotientenfunktion f(x) =

9(x)
h(x)

erhdlt man wie folgt

fi(x) = 900 XA0) - 909 1hix)
h*(x)

Anm.: Die allgemeine Herleitung erfolgt in Analogie zu dem obigen Beispiel unter

Verwendung der Produktregel.
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Bsp.:
1)
f(x) =tanx tanx = SInX
COS X
Somit :
f(x) = 9k mit g(x) =sinx gf(x) = cosx
h(x)
h(x) =cosx ht(x) = -sinx
- - 2 - 2
Fi(x) = COS X ¥COS X Slnx( sin X) _ Cos x+25|n X
Cos“ X COS“ X
fi(x) =— da cos® x +sin® x =1 (Pythagoras)
COs“ X
(2)
X +3x+1
f(x)=—1+-—7-—
%) x*+2
FI(x) = (2x +3)xx* +2 - (x* +3x + 1) x(4x>)

(x* +2)°

5.4. Ableitung einer zusammengesetzten Funktion

Bsp.:

f(x) = 3xsin(5x) fi(x)="?
Allg.: f(x) =g(u(x))
Hier: g(u) =3xsinu  u =u(x) =5x
Setze u =u(x)
lim f(x+Dx)-f(x) _ lim g(u(x + Dx)) - g(u(x))
Dx®0 Dx Dx®0 Dx
_ jim 190u0x + D)) - guE)]#fu(x + Dx) - u(x)]
Dx®0 [u(x +DX) - u(x)]x Dx

_ jirm QUG DX) ~ g(UO)) U(X +DX) - U(x)

x®0  y(x + Dx) - u(x) DX®0 Dx
Somit :

Fi(x) = gi(u) ut(x)  mit gi(u) = SSJ)
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Bsp.:
f(x) = 3xsin(5x)

Setze u =5x
AuRere Funktion:y = g(u) = 3xsinu
Innere Funktion :u =u(x) =5x

Ableitungen : AuRere: gt(u) = =< = 3xcosu
du

Innere :ut(x) = au =
dx

Somit
fi(x) = gb(u) xut(x) = (3xcosu) x5 =15xcos5x

Zusammenfassung : Kettenregel

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion y = f(x) = g(u(x)) erhalt man als
Produkt von duRerer und innerer Ableitung

gy £6(x) = gt(u) xut(x)

Merkregel : ay = d_yxd_u
dx du dx
Bsp.:
(1)
f(X) - e3x4+5
4 du
Setze u(x) =3x" +5 — =12x°
dx
f(u)=e"
fi(u) =e"
Somit  fé(x) = (*"*°)x(12x?)
(2)

f(x) = In(cos(x? -1))

f@(X) = ﬁx(coso(2 —1))¢

[ sin(x? - 1)]x 2X

cos(x
_MX _ _(tan(x? - 1))
cos(x? -1) 2x = —(tan(x“ -1))*(2x)
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3.
f(x) = 54In(x* +2)
1 20x3
ft =5 4x3) =
(x) Xx4+2X(X) x4 +2

5.5. Hohere Ableitungen

Sei f(x) gegeben. Dann ist 1. Ableitung f"(x) eine Funktion.
Falls f'(x) differenzierbar ist, kann man die Ableitung von f"(x) bilden.

Bsp.:
f(x) = x*
1.Ableitung  fi(x) = 4x® ist diffbar.
2.Ableitung f8(x) =12x° ist diffbar.
3.Ableitung  fli(x) = 24x* st diffbar.
Allg.
n-te Ableitung ™ (x) =dif<“-l> (x)
X
d.h.die n - te Ableitung von f(x) erhalt man durch Ableiten
der (n-1) - ten Ableitung.
Bsp.:
1)
f(x) = 5x* - xxsin(x* +1)
fi(x) =10x - [lxsin(x2 +1) + X xcos(x> +1)XZx]
=10x - sin(x? +1) - 2x* xcos(x” +1)
f8(x) =10 - 2xxcos(x? +1) - 4xxcos(x? +1) - 2x* x(-sin(x* +1)) x2x
=10 - 6x*cos(Xx* +1) + 4x? xsin(x? +1)
(2.

f(x)=x"
fi(x) = 4x° fo(x) =12x° f#(x)24x f46(x)24
f&®(x) = 0 sowie alle anderen
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Geometrische Interpretation von " (x)

A

v

¢

f(x) = x?
fi(x) = 2x

ft(x) > 0 bedeutet, dal die Funktion in eine hinreichend kleine
e - Umgebung in x, monoton wachsend ist.

Wir betrachten: f&(x) =2

f&(x) >0 bedeutet, daB f ¢(x) monoton wachsend ist

d.h. beispielsweise die Tangente in P, (1,1) eine groRere Steigung
alsdie Tangentein P,(0,5; 0,25).

Dies bedeuten fur f(x) : Linkskrimmung

analog fir f(x) = -x> ft(x) =-2x f(x) =-2

Somit hat f(x) Rechtskrimmung.

Zusammenfassung

Die 2. Ableitung der Funktion f(x) beschreibt das Krimmungsverhalten
von f(x)

fé(x) >0 bedeutet f(x) hat Linkskrimmung
fé(x) <0 bedeutet f(x) hat Rechtskrimmung

g

Gesucht ist das Krimmungsverhalten der Funktion
f(x) =x®+4x*-5

Bestimme:f(x): f¢(x) =3x>+8x f#(x)=6x+8
Linkskrimmung : fé(x)>0 d.h. 6x+8>0U x > %

Rechtskrimmung : f¢(x) <0 d.h. 6x+8<0 U x < %
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Erstellen einer Skizze des Funktionsverlaufs

Wir betrachten folgende charakteristischen Informationen

a.) Verhalten gegen Unendlich

b.) Nullstellen

c.) Polstellen

d.) Definitionsliicken

e.) Asymptoten

f.) Wendepunkt, Krimmungsverhalten
g.) Lokale Minima und maxima

d.h.alleStellen x, mit f¢(x,) = 0und f&(x,) + 0
falls f&(x,) > 0 liegt ein lokales Minimum vor
falls f&(x,) < 0 liegt ein lokales Maximum vor

Kurvenpunkte, in denen in denen sich der Drehsinn der Tangente andert heil3en

Wendepunkte.
Hinreichende Bedingung:

f(x) hat an der Stelle x,, einen Wendepunkt
falls f#(x,)=0 und f®(x,)*0

Wendepunkte mit waagrechter Tangente heil3en Sattelpunkte.

Bsp..
(1)

f(x) = x*+2x
fi(x) =3x* +2
f(x) = 6x
fii(x) = 6

f€0)=0 und f®(0)=6 somit Wendepunkt

(2)
f(x)=x"*
fi(x) = 4x°
fo(x) =12x>
f@(x) = 24x
fee(x) = 24
f(x) hatin x, =0 ein lokales Minimum, aber f¢(0) = 0
fae(x) >0 (4. Ableitung)
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Def.:
Eine Funktion f(x) hat in x, eine waagrechte Tangente fallsf¢(x,) = 0.

Die nachste nichtverschwindende Ableitung sei f ™ (x,)
(d.h. £™(x,) 20 aber f"(x,)=0)
Ist n geradzahlig (d.h.n T{2,4,6,8, K})
so gilt :
falls £ (x,) > 0 liegt relatives Minimum vor
falls ™ (x,) < 0 liegt relatives Maximum vor.
Ist n ungeradzahlig so liegt ein Sattelpunkt vor.

Erstellen einer Funktionskizze

Bsp.:
x4 +3x% -4x? -5x +5
Xx-1

f(x) =

a.) Verhalten gegen Unendlich

x* +3x3 -4x? -5x+5

lim f(x) = lim
X®+¥ X®+¥ X -1
X® 43X~ dx -5+ >
= lim X =1y

X®¥ 1

1-=

X

b.) Nullstellen
h(x)

Bedingung:g(x) =0 und h(x) * 0
g(x) = x* +3x® -4x? -5x+5
g(x) =0  Verfahren :*Raten
*oder Regula falsi
g(1)=1+3-4-5+5=0
Polynomdivision :
(x* +3x% -4x% -5x +5):(x-1) =x°>+4x* -5
_ (X4 _ X3)
4x3 - 4x?
- (4x° - 4x?)
-5X+5
-(-5x +5)
0
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g,(x) =x*+4x* -5

9,(1)=0

g,(x)=0

Polynomdivision : g, (x) = x> +5x +5

_ -5+4/25-40 . = -5+45

Xl,Z - 2 1,2 2
X, =-1,381966 auf 2 Stellen genau x, = -1,38
X, = -3,618034 auf 2 Stellen genau x, = -3,62

Linearfaktorzerlegung :
F(x) = (X =D x(x -1)x(x +1,38)(x + 3,62)
(x-1)
Nullstelle: f(1)ist nicht definiert, x, = -1,38 x, = -3,62

c.) Polstellen

f(x):% 9(X,) 20 und h(x,)=0

h(x,)=0 Xx, =1 aberg(l) =0 b keine Polstelle

d.) Definitionsliicken

f(x):% g(X,) =0 und h(x,)=0

Xo=1 h@)=0undg(1)=0
d.h. f(x) =x*+4x*-5 firx11

e.) Asymptoten
keine vertikalen Asymptoten, da keine Polstellen.
f.) Wendepunkte, Kriimmungsverhalten

Wir betrachten statt der urspriinglichen Funktionsdarstellung die Darstellung:
f(x)=x*+4x*-5 firx11
fi(x) =3x*+8x  f#(x)=6x+8 f#(x)=6
Wendepunkt : f&(x) =0

6x+8=00 x=-> @fof-20=
6 Y

Somit  x, = —% ist Wendepunkt
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h.) relative Extremwerte

fi(x,) =0

3x?+8x =0 U xx(3x+8)=0

X, =0 f€(0)=6x0+8>0 rel. Minimum

x,=-> £-80-6:& 80, g<0 rel.Maximum
3 e 3o e 3o

Ergebnis der Analyse

f(x)=x*+4x*-5 x11
a.) xI(!_{)rgéf(x) = +¥
b.) Nullstellen x, =-138 x, =-3,62
sowie :Schlielen der Def. - Llcke ergibt Nst. x, =1
d.) Def.Licke x, =1

f.) Wendepunkte x, = —% =-13
g.) Minimum x, =0 f(0)=-5
Maximum X, = —g fg-%g =4,48
Ya

Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Stetigkeit : XI(i@ryof(x) =f(x,) bzw. Dligof(x0 +Dx) = f(X,)

Differenzierbarkeit : lim f(Xo +Dx) - T(x,)
Dx®0 XO
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Satz
Jedein x, differenzierbare Funktion ist in x,, stetig

Aber: Aus der Stetigkeit folgt nicht die Differenzierbarkeit

Gegenbsp.:
f(x) =[x

.

| f(x) ist stetig fiirallex TR
aber f(x) ist nicht differenzierbar in x, =0

5.6. Extremwertaufgaben

Gegeben sei die Funktion f(x)=x2-1
Gesucht : der grofite [Maximum] und der kleinste [Minimum] Funktionswert im
Intervall [-1,2].

a.) grafische Losung

Kleinster Funktionswert f(0) = -1
grofter Funktionswert  f(2) =4-1=3

»
»

N

b.) rechnerische Ldsung

Wichtig: Wir betrachten ausschlieRlich differenzierbare Funktionen(I> Stetigkeit)

Betrachte f(x)=x*-1
fi(x) = 2x fi(x)=0 2x=00Ux=0
somit  Minimum f(X)p,;; = Minimum{f (-1); f(2),7(0)}
= Minimum{0;3;-1}=-1
und  Maximum f(x)[,, = Maximum{f(—l);f(Z),f(O)}
= Maximum{0;3;-1}=3
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Losungsverfahren fur Extremwertaufgaben

Gegeben ist eine differenzierbare Funktion f(x).
Gesucht ist der grofite und kleinste Funktionswert im Intervall [a,b].

1. Zunéchst werden unter Verwendung der Ableitungen von f(x) die relativen
Minima und die relativen Maxima berechnet und die Funktionswerte an diesen
Stellen bestimmt f(a) und f(b).

2. Es werden die Funktionswerte an den Endpunkten des Intervalls berechnet. Der
kleinste (grofite) Funktionswert ist der kleinste (grofte) der in 1. Und 2.
Ermittelten Funktionswerte.

Bsp.: Einem Quadrat mit der Seitenldnge a ist ein Rechteck mit gréfitem
Flacheninhalt einzubeschreiben.

Problem:
Die Aufgabenstellung muf zunéchst formalisiert werden, d.h. Aufstellen der
Funktion f(x) sowie aller Randbedingungen.

Skizze:

falsch

Berechnen der Flache A des einbeschriebenen Rechtecks.
Idee: A=Flache Quadrat - Flache der Dreiecke I bis IV.

Flache Quadrat : a*

2
Flache Dreieck | und Il :X7

W2
Flache Dreieck IHlund IV :%
Somit: A=a’-x’-(a-x)°
=a’-x’-(a’ - 2ax +x°)
=a%-x?-a?+2ax - x°
A(X) = 2ax - 2x?
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1. Bestimmung der relativen Minima und Maxima

Al(x) = 2a - 4x
Al(x) = -4
~ 2a ~ _a
Al(x)=0 2a—4x:OUx:—U —
4 2
A@%Eg =-4<0 P AnderStellex = > Iiegt ein rel. Maximum vor.
T a’_a’
Berechnen des Funktionswertes Ag—— =212 - ZXQ—— =a’-— =—
29 2 29 2 2

2. Berechnen der Funktion an den Intervall
Intervall:  x T[0,a]
A(0) = 2xax0-2x0*=0
A(a) =2xa*-2xa’=0

Lasung : Maximum f (X), .} = Maximum:’fggg ;(0); f(a)g
TeZg

: ia 0 _ a’
= Maximum |’ ,0,0' a
T2 p 2

g

Gesucht ist das globale Maximum und das globale Minimum
der Funktion f(x) = x* + 4x2 im Intervall[- 5,2}

1. Bestimmung relative Extremwerte
fi(x) = 3x* +8x
fi(x)=0P x(3x+8) =0 P x, =0T[-52]

31x,+8=0P X, = -%T[-5,2]

Funktionswerte :
f(0)=0
f§_§9 _ 512 N 256 _ 256 »9.48
e 3p 27 9 27
2. Funktionswerte an den Intervallgrenzen
f(-5) = -125+100 = -25
f()=1+4=5
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Insgesamt:
f(0)=0
fé— §9 = 9,48 — globale Maximun
e 3o
f(-5) = -25 — globale Minimum
f() =5
(2)

Gesucht ist das globale Maximum und das globale Minimum
der Funktion f(x) = x* + 4x? fir x T[-5,-4]

Extremwerte x, = 0¥ [-5,-4] x, = —%T [-5.-4]

P Funktionswerte an den Intervallgrenzen
f(-5) = -25 — globales Minimum
f(-4) = -64 + 64 = 0 — globales Maximum
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