Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

Verhalten fiir x —»+o ?
Polynomdivision g(x) : h(x)

WZ—DJX+Q®=X—O5+_OJS
X+0,5
—(x?* +0,5x)
~-0,5x -1
- (-0,5x — 0,25)
-0,75

dh. f(x)=x-05+ 2
505

p(x) %f_'z

r(x)

r(x) ist echt gebrochenrational, d.h. r(x)—>0 (x—>z©)
Somit f(X) »p(x) fir x—>+w

Zusammenfassung : Asymptote flir x—+oo

Jede echt gebrochenrationale Funktion hat flr x—oo die horizontale Asymptote y=0
(x-Achse).

Zur Bestimmung der Asymptote einer unecht gebrochenrationalen Funktion f(x) wird
diese Funktion durch Polynomdivision g(x) : h(x) als Summe einer ganzrationalen und
einer echt gebrochenrationalen Funktion dargestellt,

d.h. f(x) =p(x) +r(x)  mit r(x) >0 (x—>+c0)
Die Funktion ndhert sich dann der Funktion p(x) (Asymptote) fiir x—zoo.
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Bsp.:
3x3 —36x +48
x3 +3x%-6x-8

f(x)=

Linearfaktorzerlegung :
£(x) = 3(x—2)% - (x+4)
(X+1)-(x=2)-x+4)

g(x)=0 X, =2 doppelt

X, =—4
h(x)=0 X, =-1
X, =2
X, =4
J3 22 (22 )y Rif14)

(9 (x+1)-(x=2)-(x+4)

Polstelle : x=-1
stetig behebbar : x =2 keine Nullstelle!

Verhalten fir x—=+o
f(x) ist unecht gebrochenrational, d.h. Polynomdivision

g(x)=3x-6 h(X) =x+1
(3x—6):(x+l):3—i
x+1

—(3x+3)
-9
dh. f(x) = 3 - 9
p?;) &ﬂ-

r(x)=»0 (x—tow)
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3.4. Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion

3.4.1. Grundbeqriffe

Potenz a"
a : Basiszahl (bzw. Basis)
n : Hochzahl (Exponent)

Potenzgesetze :
am . an — am+n
a"
n = a
a
(am )n — am-n
Def.:

Funktionen vom Typy(X) =a™ mit a > 0 heien Exponentialfunktionen.

Bsp.:
y(x) =2"

=[5 ) “

y=2"

Eigenschaften

Exponentialfunktionen
- sind definiert fir -oo < X< +o0
- sind stetig in R
- haben den Wertebereich 0 < y < +w
- sind fir 0 < a < 1 streng monoton fallend und haben Asymptote y=0 (Xx— +o0)
- sind fur a>1 streng monoton wachsend und haben Asymptote y=0 ((X— -)

Bsp. fiir Exponentialfunktionen

f(x)=2"

oy

f(x) = (L000)*
f(x) = (2,718281..)"

EulerscheZahle
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3.4.2. Die Exponentialfunktion y=e”\x

Bsp.: Radioaktiver Zerfall
Die Anzahl der pro Zeiteinheit zerfallenden Atome ist proportional zur Anzahl der

vorhandenen Atome
d.h. Sein(t) : Anzahl der Atome zur Zeit t, dann
m =C- n(t)
d(t)

c ist Proportionalitatskonstante
InWorten : Die Ableitung der Funktion n(t) ist proportional zur Funktion n(t)

Was ist n(t) = ?
Losung:
nt)=n,-e™" (t>0)
mit n, : Anzahlder zu Beginn vor handenen Atomkerne
und A > 0: Zerfallskonstante

e =2,718281... istdie Eulersche Zahl

Die Funktiony = e* heil’t e - Funktion
Die Eulersche Zahlist wie folgt definiert :

n—o0 n

Die e-Funktion ermdglicht die formale Beschreibung vieler praktische Anwendungen.
Beispiele sind u.a.

- radioakiver Zerfall

- Entladung eines Kondensators

- Zuwachs biologischer Populationen

- Barometrische Hohenformel

e= |im(l+£j =2,718281...

Funktionsgraph:

Der Funktionsgraph vony = a™ entsteht durch Spiegelung
des Grapheny =a”™ an der y - Achse.
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3.4.3. Logarithmusfunktion

Gesucht :
Umkehrfunktion vony = a*

Zu jedem y, € W existiert genau ein x, e Dmity, =a™
d.h.die Umkehrfunktion vony = a* existiert

Umkehrfunktion : x =a” y="?
y Wie oft mu man a mit sich selbst multiplizieren, damit man x erhalt

Bsp.: Sei a=10 (Basis)

x =10Y
x=1000=>y=3 da 10° =1000

X =10000 =y =4 da 10" =10000

x:i:y:_z da 1072 :izzi
100 10 100

Def.:
Die Logarithmusfunktion y = log, x zur Basis a ist die Umkehrfunktion der

Exponentialfunktiony =a* (a > 0)

Bsp.:

log,,1000=3 da 10°=1000
log,16=4 da 2*'=16
log,81=4 da 3‘=81
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Rechenregeln fiir Logarithmen

1)

log,(u-v)=1log, u+log, v

Bew.:y=log, x < x=a’
aIoga(u4v) —u-v= aIogau . aIogav — aIoga u+log, v

log, (u-V) =log, (a**"") = log, (a"**""*%")
=log, u+log, v

@)

Ioga(ﬂj =log, u—log, v
v

®3)

n
log,u" =n-log, u

Beweis von (2) und (3) entspr. (1) unter Verwendung der Potenzgesetze.

Spezielle Basen

Natirliche Logarithmus Basis:e (Eulersche Zahl)

log, x =Inx
Zehnerlogarithmus Basis:10

log,, X =lg X
Bsp.:

Ilg100 =2

lg107%"" = -0,17

Ig0,5=-0,301...

Ine=1

In100 = 4,605...

Ine®* =314
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3.5. Trigonometrische Funktionen

3.5.1. Grunglagen

Definition der Winkelfunktion fir 0° < o < 90° im rechtwinkligen Dreieck.

Cc a a,b:Katheten
o c:Hypothenuse

b
: Gegenkathete a
sinqp=—————=—
Hypothenug ¢
Ankathete b
cosog=————=—
Hypothenug ¢
tana = Gegenkathete _a_sina
Ankathete b cosa
Ankathete b cosa 1
ot =——————=—= =——

- Gegenkathete “a sina tana

Darstellung im Einheitskreis

Einheitkreis: Kreis mitr=1
Drehsinn: Gegen Uhrzeiger

sino

coS oL

Seia beliebiger Winkel dann ist sin a=Ordinate von P, wobei P der zu o gehdrende
Punkt auf dem Einheitskreis ist.

cos o = Abszissevon P

tan o = Ordinate von P da tana _ sina

1 cosa

Radius

3. Funktionen Seite 20



Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

3.5.2. Sinus- und Kosinusfunktion

Das Bogenmal? x eines Winkels o ist die Lange des Bogens entlang dem Einhetskreis.

|

Bogenmal}
a

v
N

Umfang des Kreises=2nr r=1

T

2

Sinus und Kosinus sind periodische Funktionen (Periode 27)
sin(—x) = —sin(x)
cos(—x) = cos(x)

. T
sin(x) = cos(x - Ej

. T
cos(x) = sm(x + Ej

Phytagoras: sin® X + cos® x =1
(Schreibwei se : sin® x = (sin x)?)

3.5.3. Tangens und Kotangens

y=tan x
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Tangensfunktion :
— Periode ©

—ist nicht definiert fur x = (2k +1)g keZ

an diesen Stellen liegt eine vertikale Asymptotevor

y=cot X

Kotangens:
— Periode
—ist nicht definiert fir x =kn ke Z
an diesen Stellen liegt eine vertikale Asy mptotevor.

3.5.4. Additionstheore me

I. sin(axf)=sina-cosS+cosa-sin [

Il cos(x+ f)=cosa-cosBFsina-sin f
tana £ tang

1¥tano -tan g

I tan(e = p) =

Aus I-111 ergeben sich :

sin(2x) = 2-sin X cos X
c0s(2x) = cos® X —sin® x

sin®x = %(1— cos(2x))

CoS® X = %(1+ cos(2x))
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3.5.5. Arkusfunktionen

Die Trigonometrischen Funktionen sin X, cos X, tan x und cot x sind nicht
eineindeutig, so daB zundchst keine Umkehrfunktion definiert werden kann.

=Beschrédnkung des Definitionsbereichs erforderlich.

Def.: Arkusfunktionen
Funktion Def.-Bereich | Monotonie] Umkehrfkt.
. T T .
y =sinx XE‘:-E,E} str.m.w. | y=arcsinXx
y = COS X x [0, 7] strm.f. | y=arccosx
T T
y = tanx Xe|- > Ej str.mw. | y=arctanXx
y = cot X x € (0,m) strm.f. | y=arccotx
Bsp.:

arcsin—0,5 = —g £ -30°

o1 T
arcsin — = — £ 45°
J2 4
arccos 0,5 = % £ 60°

arctan(—10) = -1,471
arccot2="7

T
Verwende : arccotx = E —arctan x

arccot2 = g —arctan 2 ~ 0,464

3.5.6. Trigohometrische Gleichungen

(x in BogenmaR)

Gleichungen, indenen die Unbekannte x in den Argumenten trigonometrischer
Funktionen auftritt heien trigopnometrische Gleichungen.
Es gibt kein allg. Lésungsverfahren fir diese Gleichungen.

Bsp.:
sin(2x) —cosx =0 (%)
Verwende : sin(2x) = 2-sinx - COSX
(*) < 2-sinx-cosx -cosx =0
< CcosX-(2sinx-1)=0
1. cosx=0 oder
= .
2. 2-(sinx) -1=0

3. Funktionen
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Losungvonl.  d.h. cosx =0 X1k :g+ krn (ke Z)

Losungvon?2.  d.h. 2-(sinx)-1=0
& 2sinx=1<sinx=0,5

arcsin05="230° fir xe| -~ =

6 2 2

. n(5n
Symmetrie: X, =n1——| —
’ 2" 6(6J
Periode : x2k:%+k2n (ke2)

X g z%—i-an (ke Z)

L={x|x=xlkvx:x2kvx:x3k keZz|

3.5.7. Anwe ndungsbeispiel : Periodische Schwingungen

(1) Thermische Schwingung

y(t)=A-cos(o-t+ o)
A = Amplitude

o= % =2nf  Winke Ig eschwindigkeit

¢ = Phasenverschiebung

Bsp.:Masse an einer Feder

(2) Uberlagerung von Schwingungen gleicher Frequenz

3. Funktionen

y, (t) = A-cos ot

y,(t) = B-Sinmt} y) =y, (1) +y,()="?

y(t) = A-cosot + B-sin ot

Additionstheorem  €c0S (X — @) = COS - COS X + SiN @ -Sin X
Setze X = ot = cos (ot — @) = €OS @ - COS wt + Sin @ - Sin ot

= A=C-C0Sp < CcosSop =

sin —E
*=c

= C-cos(wt—¢) =C-cosp-coswt+C-sing-sin mt
=A =B
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=y(t)=y,(t)+Vy,(t)=A-coswt+ B-sin ot
=C-cos(ot — o)

mit C = VA? + B2
B B
und tanop = — = arctan —
P=a ° A

d.h. Uberlager ung der gleichfreq uenten Schwingungen y, (t) und y, (t) fuhrt zu
einer Schwingung gleicher Frequenz mit Phasenverschiebung .

3. Funktionen Seite 25



