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5. Differentialrechnung

5.1. Grundlagen

Bsp.:

Idee : Wir bestimmen einen Näherungswert und verbessern diesen Näherungswert 

solange, bis wir einen hinreichend guten Wert erhalten (Anm.: Man denke z.B. 

an die Nullstellenbestimmung mit der Regula Falsi).

1. Schritt: Bestimmung eines Näherungswertes

Frage : Wie bestimmt man einen Näherungswert ?

(wichtig: man muß diesen Wert berechnen können)

Gegeben ist lediglich die Funktionsgleichung f(x), d.h. “Punkte“ im x-y-

Koordinatensystem.

Wähle Q≠P und bilde Sekante durch Punkt P und Q. Dann sei die

Sekantensteigung der Näherungswert für die Tangentensteigung

Hierbei wurde verwendet, daß die Sekantensteigung (Steigung einer Geraden) 

berechenbar ist.

Berechnen der Sekantensteigung
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Bsp.: ∆x = 1   d.h.  Q = (1,5 ; f(1,5)) = (1,5 ; 2,25)

⇒Sekante durch P = (0,5 ; 0,25) und Q = (1,5 ; 2,25) hat die 

Steigung : 1+∆x=1+1=2

2. Schritt : Verbesserung des Näherungswertes

Wenn sich der Punkt Q dem Punkt P nähert, so erhält man bessere Näherungswerte.

Q nähert sich P bedeutet :

Wir betrachten somit den Grenzwert :

Der Grenzwert der Sekantensteigungen ist die Tangentensteigung

d.h. Die Parabel f(x)=x² hat in P(0,5 ; 0,25) eine Tangente mit der Steigung 1.

Wir schreiben :   f´(0,5)=1

x1QundPPunkt durch Sekanteder Steigungd.h.
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Bestimmung der Tangentensteigung von f(x)=x² für ein bel x0

Sekantensteigung :

Bsp.:
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Def.:

Def.:

Ist y=f(x) an jeder Stelle x des Intervalls (a,b) differenzierbar, d.h. existiert an 

jeder Stelle die Ableitung f´(x), so heißt f(x) im Intervall (a,b) differenzierbar.

⇒ f´(x) heißt Ableitungsfunktion

5.1. Ableitung elementarer Funktionen

Bsp.:
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(3.)

(4.)

(5.)

x)x(f =

1)x(fist x f(x)on funktion vAbleitungs:Somit
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Bsp.:

(6.)

Gesucht :
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Vermutung :

da für kleine Winkel die Länge des Bogens z fast gleich der Länge der Strecke 

sin z ist.

Tabelle :

α (Grad) 10° 5° 1°

z Bogenmaß 0,175 0,0873 0,0175

sin z 0,174 0,0872 0,0175

sin z /z 1,006 1,001 1

Flächenvergleich

Ableitung der elementaren Funktion siehe L. Papula S.261
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Bsp.:

Näherungsrechnung für die Ableitung

Bsp.:
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5.3. Ableitung von Summe, Produkt und Quotient

Ableitung der Differenz erfolgt analog.

Zusammenfassung : Summenregel

Bei einer endlichen Summe (Differenz) wird gliedweise differenziert

Bsp.:
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Zusammenfassung : Produktregel

Bsp.:
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(5.)

(6.)

Allgemein : Quotientenregel

Anm.: Die allgemeine Herleitung erfolgt in Analogie zu dem obigen Beispiel unter 

Verwendung der Produktregel.

xsinxcos)x(f

)xsin(xsinxcosxcos)x(f

xcosxsin)x(f

22

−=′

−⋅+⋅=′

⋅=

[ ]

)wvuwvuwvu)x(fwvu)x(f

istFaktoren 3ausProdukteseinesAbleitungd.h.(

exsinx5excosx5exsinx15

exsinexcosx5exsinx53

)ex(sinx5)ex(sin)x5()x(f

exsinx5)x(f

x3x3x2

xx3x2

x3x3

x3

′⋅⋅+⋅′⋅+⋅⋅′=′⇒⋅⋅=

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=

′⋅⋅+⋅⋅′=′

⋅⋅=

24

44

8

34

8

3

8

4

54

5

4

44

4

4

4

)x(

)x(xsinx)x(sin

x

)x4()x(sinx)x(cos

x

)x4(xsin

x

x)x(cos

x

xsin4

x

xcos

)x()4(xsin

x

xcos

)x(xsin)x()x(sin)x(f

)x(xsin

x

1

xsin)x(f

?)x(f

x

xsin

)x(fSei

′⋅−⋅′

=

⋅−⋅

=

⋅

−

⋅

=

⋅

−=

⋅−⋅+=

′⋅+⋅′=′

⋅=⋅=

=′=

−

−−

−

)x(h

)x(h)x(g)x(h)x(g

)x(f

folgtman wieerhält 

)x(h

)x(g

)x(ffunktion  Quotienteneiner AbleitungDie

2

′⋅−⋅′

=′
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Bsp.:

(1.)

(2.)

5.4. Ableitung einer zusammengesetzten Funktion

Bsp.:

s)(Pythagora1xsinxcosda

xcos

1

)x(f

xcos

xsinxcos

xcos

)xsin(xsinxcosxcos

)x(f

xsin)x(hxcos)x(h

xcos)x(gxsin)x(gmit  

)x(h

)x(g

)x(f

:Somit

xcos

xsin

xtanxtan)x(f

22

2

2

22

2

=+=′

+

=

−−⋅

=′

−=′=

=′==

==

24

324

4

2

)2x(

)x4()1x3x(2x)3x2(

)x(f

2x

1x3x

)x(f

+

⋅++−+⋅+

=′

+

++

=

[ ] [ ]

[ ]

du

)u(gd

)u(gmit  )x(u)u(g)x(f

:Somit

x

)x(u)xx(u

lim

)x(u)xx(u

))x(u(g))xx(u(g

lim

x)x(u)xx(u

)x(u)xx(u))x(u(g))xx(u(g

lim

x

))x(u(g))xx(u(g

lim

x

)x(f)xx(f

lim

)x(uuSetze

x5)x(uuusin3)u(g:Hier

))x(u(g)x(f:.lgAl

?)x(f)x5sin(3)x(f

0x0x

0x

0x0x

=′′⋅′=′

∆

−∆+

⋅

−∆+

−∆+

=

∆⋅−∆+

−∆+⋅−∆+

=

∆

−∆+

=

∆

−∆+

=

==⋅=

=

=′⋅=
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Bsp.:

Zusammenfassung : Kettenregel

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion y = f(x) = g(u(x)) erhält man als 

Produkt von äußerer und innerer Ableitung

Bsp.:

(1.)

(2.)

x5cos155)ucos3()x(u)u(g)x(f

Somit

5

dx

du

)x(u:Innere

ucos3

du

dy

)u(g:Äußere:nAbleitunge

x5)x(uu:Funktion  Innere

usin3)u(gy:Funktion Äußere

x5uSetze

)x5sin(3)x(f

⋅=⋅⋅=′⋅′=′

==′

⋅==′

==

⋅==

=

⋅=

dx

du

du

dy

dx

dy

:Merkregel

)x(u)u(g)x(f

dx

dy

⋅=

′⋅′=′=

)x12()e()x(fSomit

e)u(f

e)u(f

x12

dx

du

5x3)x(uSetze

e)x(f

35x3

u

u

34

5x3

4

4

⋅=′

=′

=

=+=

=

+

+

[ ]

)x2())1x(tan(x2

)1xcos(

)1xsin(

x2)1xsin(

)1xcos(

1

))1x(cos(

)1xcos(

1

)x(f

))1xln(cos()x(f

2

2

2

2

2

2

2

2

⋅−−=⋅

−

−

−=

⋅−−⋅

−

=

′−⋅

−

=′
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(3.)

5.5. Höhere Ableitungen

Sei f(x) gegeben. Dann ist 1. Ableitung f´(x) eine Funktion.

Falls f´(x) differenzierbar ist, kann man die Ableitung von f´(x) bilden.

Bsp.:

Allg.

Bsp.:

(1.)

(2.)

2x

x20

)x4(

2x

1

5)x(f

)2xln(5)x(f

4

3

3

4

4

+

=⋅

+

⋅=′

+⋅=

diffbar.ist x24)x(fAbleitung.3

diffbar.ist x12)x(fAbleitung.2

diffbar.ist x4)x(fAbleitung.1

x)x(f

1

2

3

4

=′′′

=′′

=′

=

Ableitung.ten -1)-(nder 

Ableiten durch man erhält f(x) von Ableitungte-ndied.h.

)x(f

dx

d

)x(fAbleitungte-n
)1n()n( −

=

[ ]

)1xsin(x4)1xcos(x610

x2))1xsin((x2)1xcos(x4)1xcos(x210)x(f

)1xcos(x2)1xsin(x10

x2)1xcos(x)1xsin(1x10)x(f

)1xsin(xx5)x(f

222

2222

222

22

22

+⋅++⋅−=

⋅+−⋅−+⋅−+⋅−=′′

+⋅−+−=

⋅+⋅++⋅−=′

+⋅−=

anderenallesowie0)x(f

24)x(fx24)x(fx12)x(fx4)x(f

x)x(f
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4
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=



Mathematik 1                                               Skript                                           Prof. Dr. Henrich

5. Differentialrechnung                                                                                                   Seite 15

Geometrische Interpretation von f´´(x)

Bsp.:

Zusammenfassung

Die 2. Ableitung der Funktion f(x) beschreibt das Krümmungsverhalten

von f(x)

Bsp.:

mung.Rechtskrümf(x)hat Somit 

2)x(fx2)x(fx)x(ffür analog

ungLinkskrümm:f(x)für bedeuten Dies

).25,0;5,0(Pin Tangentedieals

Steigunggrößereeine)1;1(Pin Tangentedieeisebeispielswd.h.

istchsendmonoton wa)x(fdaßbedeutet,0)x(f

2)x(f:betrachtenWir 

ist.chsendmonoton wain xUmgebung-

kleinedhinreicheneinein Funktion diedaßbedeutet,0)x(f

x2)x(f

x)x(f

2

1

2

0

2

−=′′−=′−=

′>′′

=′′

ε

>′

=′

=

21
 xx

1
P

2
P

mungRechtskrümhat f(x)bedeutet 0)x(f

ungLinkskrümmhat f(x)bedeutet 0)x(f

<′′

>′′

6

8

-x086xd.h.0)x(f:ngchtskrümmuRe

6

8

-x086xd.h.0)x(f:ungLinkskrümm

8x6)x(fx8x3)x(f:)x(f:Bestimme

5x4x)x(f

Funktionder erhalten Krümmungsvdasist Gesucht 

2

23

<⇔<+<′′

>⇔>+>′′

+=′′+=′′′

−+=
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Erstellen einer Skizze des Funktionsverlaufs

Wir betrachten folgende charakteristischen Informationen

a.) Verhalten gegen Unendlich

b.) Nullstellen

c.) Polstellen

d.) Definitionslücken

e.) Asymptoten

f.) Wendepunkt, Krümmungsverhalten

g.) Lokale Minima und maxima

Kurvenpunkte, in denen in denen sich der Drehsinn der Tangente ändert heißen 

Wendepunkte.

Hinreichende Bedingung:

Wendepunkte mit waagrechter Tangente heißen Sattelpunkte.

Bsp.:

(1.)

(2.)

 vorMaximumlokalesein liegt 0)x(ffalls

 vorMinimumlokalesein liegt 0)x(ffalls

0)x(fund0)x(fmit Stellen xalled.h.

0

0

000

<′′

>′′

≠′′=′

0)x(fund0)x(ffalls

epunkteinen Wend xStelleder an hat f(x)

00

0

≠′′′=′′

epunktsomit Wend6)0(fund0)0(f

6)x(f

x6)x(f

2x3)x(f

x2x)x(f

2

3

=′′′=′′

=′′′

=′′

+=′

+=

Ableitung)(4.0)x(f

0)0(faber Minimum,lokalesein 0in xhat )x(f

24)x(f

x24)x(f

x12)x(f

x4)x(f

x)x(f

0

2

3

4

>′′′′

=′′=

=′′′′

=′′′

=′′

=′
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Def.:

Erstellen einer Funktionskizze

Bsp.:

a.) Verhalten gegen Unendlich

b.) Nullstellen

{ }

t vor.Sattelpunkein liegt soligungeradzahn Ist 

 vor.Maximumrelativesliegt 0)x(ffalls

 vorMinimumrelativesliegt 0)x(ffalls

:giltso

)2,4,6,8,n(d.h.ggeradzahlin Ist

)0)x(faber  0)x(f.h.d(

)x(fseiAbleitunghwindendenichtverscnächsteDie

.0)x(ffallsTangentee waagrechteinein xhat f(x)Funktion Eine

0

(n)

0

(n)

0

)1n(

0

)n(

0

)n(

00

<

>

∈

=≠

=′

−

K

1x

5x5x4x3x

)x(f

234

−

+−−+

=

±∞=

−

+−−+

=

−

+−−+

=

±∞→

±∞→±∞→

x

1

1

x

5

5x4x3x

lim

1x

5x5x4x3x

lim)x(flim

23

x

234

xx

0

)5x5(-

5x5

)x4x4(-

x4x4

)xx(

5x4x)1x(:)5x5x4x3x(

:isionPolynomdiv

055-4-31g(1)

falsiRegulaoder *

Raten*:Verfahren0)x(g

5x5x4x3x)x(g

0)x(hund0)x(g:Bedingung

)x(h

)x(g

)x(f

23

23

34

23234

234

+−

+−

−

−

−−

−+=−+−−+

=++=

=

+−−+=
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c.) Polstellen

d.) Definitionslücken

e.) Asymptoten

keine vertikalen Asymptoten, da keine Polstellen.

f.) Wendepunkte, Krümmungsverhalten

Wir betrachten statt der ursprünglichen Funktionsdarstellung die Darstellung:

62,3   x38,1  xdefiniert,nicht ist f(1):Nullstelle

)1x(

)62,3x()38,1x()1x()1x(

)x(f

:gorzerlegunLinearfakt

62,3genau xStellen 2auf618034,3x

38,1genau xStellen 2auf381966,1x

2

55

x

2

40255

x

5x5x)x(g:isionPolynomdiv

0)x(g

0)1(g

5x4x)x(g

21

22

11

2,12,1

2

2

2

1

23

1

−=−=

−

+⋅+⋅−⋅−

=

−=−=

−=−=

±−

=

−±−

=

++=

=

=

−+=

Polstellekeine0g(1)aber 1    x0)x(h

0)x(hund0)x(g

)x(h

)x(g

)x(f

00

00

⇒===

=≠=

1für x5x4xf(x)d.h.

0g(1)und0)1(h1x

0)h(xund0)g(x

)x(h

)x(g

)x(f

23

0

00

≠−+=

===

===

unktist Wendep

6

8

    xSomit

6

6

8

f

6

8

x08x6

0)x(f:Wendepunkt

6)x(f8x6)x(fx8x3)x(f

1für x5x4x)x(f

0

2

23

−=

=










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h.) relative Extremwerte

Ergebnis der Analyse

Skizze:

Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Maximumrel.08

3

8

6

3

8

f

3

8

x

Minimumrel.0806)0(f0x

0)8x3(x0x8x3

0)x(f

2

1

2

0

<+











−⋅=











−′′−=

>+⋅=′′=

=+⋅⇔=+

=′

48,4

3

8

-f

3

8

  xMaximum

5)0(f0   xMinimum.)g

3,1

6

8

 xte Wendepunk.)f

1  xDef.Lücke.)d

1 xNst.ergibt Lücke-Def.der Schließen :sowie

62,3     x38,1n xNullstelle.)b

)x(flim.)a

1   x5x4x)x(f

2

1

0

0

3

21

x

23

=











−=

−==

−=−=

=

=

−=−=

±∞=

≠−+=

±∞→

5

5−

44−

x

y

0

00

0x

00

0x

0

xx

x

)x(f)xx(f

lim:erbarkeitDifferenzi

)x(f)xx(flimbzw.)x(f)x(flim:Stetigkeit

0

−∆+

=∆+=

→∆
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Satz

Aber: Aus der Stetigkeit folgt nicht die Differenzierbarkeit

Gegenbsp.:

5.6. Extremwertaufgaben

Gegeben sei die Funktion f(x)=x²-1

Gesucht : der größte [Maximum] und der kleinste [Minimum] Funktionswert im 

Intervall [-1,2].

a.) grafische Lösung

b.) rechnerische Lösung

Wichtig: Wir betrachten ausschließlich differenzierbare Funktionen(⇒Stetigkeit)

stetigin xist Funktion erbaredifferenziin xJede
00

x)x(f =

0in xerbar differenzinicht ist f(x)aber 

R xallefür stetigist f(x)

0
=

∈

31-4f(2)ert     Funktionswgrößter 

-1f(0)ert   Funktionswkleinster

==

=

[ ]
{ }

{ }

[ ]
{ }

{ } 31-;3;0Maximum

)0(f),2(f);1(fMaximum)x(fMaximumund

11-;3;0Minimum

)0(f),2(f);1(fMinimum)x(fMinimumSomit

0x0x20)x(fx2)x(f

1x)x(fBetrachte

2,1

2,1

2

==

−=

−==

−=

=⇔==′=′

−=

−

−
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Lösungsverfahren für Extremwertaufgaben

Gegeben ist eine differenzierbare Funktion f(x).

Gesucht ist der größte und kleinste Funktionswert im Intervall [a,b].

1. Zunächst werden unter Verwendung der Ableitungen von f(x) die relativen 

Minima und die relativen Maxima berechnet und die Funktionswerte an diesen 

Stellen bestimmt f(a) und f(b).

2. Es werden die Funktionswerte an den Endpunkten des Intervalls berechnet. Der 

kleinste (größte) Funktionswert ist der kleinste (größte) der in 1. Und 2. 

Ermittelten Funktionswerte.

Bsp.: Einem Quadrat mit der Seitenlänge a ist ein Rechteck mit größtem 

Flächeninhalt einzubeschreiben.

Problem:

Die Aufgabenstellung muß zunächst formalisiert werden, d.h. Aufstellen der 

Funktion f(x) sowie aller Randbedingungen.

Skizze:

                                   falsch

Berechnen der Fläche A des einbeschriebenen Rechtecks.

Idee:  A=Fläche Quadrat - Fläche der Dreiecke I bis IV.

I

II

III

IV

2

2222

2222

222

2

2

2

x2ax2)x(A

xax2axa

)xax2a(xa

)xa(xaA:Somit

2

x)-(a

:IVundIIIDreieck Fläche

2

x

:IIundIDreieck Fläche

a:QuadratFläche

−=

−+−−=

+−−−=

−−−=

x-ax
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1. Bestimmung der relativen Minima und Maxima

2. Berechnen der Funktion an den Intervall

Bsp.:

(1.)

2

a

2

a

a

2

a

2

2

a

a2

2

a

AertesFunktionswdesBerechnen 

 vor.Maximumrel.ein liegt 

2

a

 xStelleder An04

2

a

A

2

a

x

4

a2

x0x4a20)x(A

4)x(A

x4a2)x(A

22

2

2

=−=











⋅−⋅⋅=











=⇒<−=










′′

=⇔=⇔=−=′

−=′′

−=′

[ ]

[ ]

2

a

0,0,

2

a

Maximum

f(a);f(0);

2

a

fMaximum)x(fMaximum:Lösung

0a2a2)a(A

0020a2)0(A

a0,      x:Intervall

22

a,a

22

2

=













=

























=

=⋅−⋅=

=⋅−⋅⋅=

∈

[ ]

[ ]

[ ]

541)1(f

25100125)5(f

renzenIntervallgden an erteFunktionsw.2

48,9

27

256

9

256

27

512

3

8

f

0)0(f

:erteFunktionsw

5,2-

3

8

x08x3

5,2-0x0)8x3(x0)x(f

x8x3)x(f

eExtremwertrelativeBestimmung.1

.5,2-Intervallimx4xf(x)Funktion der 

MinimumglobaledasundMaximumglobaledasist Gesucht 
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1

2
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Insgesamt:

(2.)

5)1(f

Minimumglobale25)5(f

Maximunglobale48,9

3

8

f

0)0(f

=

←−=−

←=











−

=

[ ]

[ ] [ ]

Maximumglobales06464)4(f

Minimumglobales25)5(f

renzenIntervallgden an erteFunktionsw

5,-4-

3

8

x5,-4-0xeExtremwert

5,-4-für xx4x)x(fFunktion der 

MinimumglobaledasundMaximumglobaledasist Gesucht

21

23
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