| Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

3. Funktionen

3.1. Grundlagen

Def.: Eine Funktion oder Abbildung f ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem
Element x aus einer Menge D (Definitionsbereich) genau ein Element y aus
einer Menge W (Wertebereich) zuordnet

f:-D®W Abbildungvon Din W
f:xay=1(x) (eindeutig!)
Vereinbarung : falls keine weiteren Angaben gemacht werden ist D=R.

Darstellungsformen

Analytische Darstellung
y =f(x) (explizit) Bsp.: y=X
F(x;y)=0 (implizit) Bsp.: y-x2=0
Wertetabelle
Bsp.:

X|1-3|-2]1-1]0 1 2 3
Y | 9 4 1 0 1 4 9

Graphische Darstellung (Kartesische Koordinaten)

Ordinate

A

P(X,;Y,) wobeiy, =f(x,)

v

X Abzisse

Xo

Bsp.: Graph der keine Funktion darstellt

A

\//_\‘ﬂndung 1 ZU X, existiert kein

eindeutiger (d.h.genau ein) y,

[
»

3. Funktionen Seite 1



Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

Nullstellen
Def.:

Eine Funktion y = f(x) besitzt in x, eine Nullstelle fallsf(x,) = 0
Bsp.:

f(x) = x* - 2x

xlyz=#=lil X; =2 X,=0

Nullstellen

/\ / Parabel

Minimum (f((x) =2x-2 f(x)=0b x :1)

Beschranktheit

Def.: Eine Funktion f heif3t beschrankt in D falls eine Konstante S (Schranke)
existiert mit
f(X)|£S furxTD

Bsp.: f(x) = sinx ist beschankt [sinx| £1
f(x) = x?-2x st nicht beschrankt fallsD =R
aber :
f(x) = x? - 2x ist beschréankt falls D = [a, b]
Monotonie

Def.: x, und x, seien bel. Werte aus D mt x, £ X,
DieFunktion f heil3t

a.) monoton wachsend, falls f(x,) £ f(x,)

b.) streng monoton wachsend, falls f(x,) < f(x,)
c.) monoton fallend, falls f(x,) 3 f(x,)

d.) streng monoton fallend, falls f(x,) > f(x,)
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(1) a) A
Y3 =X ix+1 furx<o0
yx)=h firo£Ex£1
y, =1 X furx>1

y,=x+1
b) A
y=x’
C) A

i-x+1 flirx<0
y(x):%l furO£x£1

\ J,-2-x firx>1

d) A

d

v

()

Die Parabel f(x) = x* fiir D = R erfiillt keine der obigen Monotoniebedingungen

Umkehrfunktion

Def.: Eine Funktion f heif3t eineindeutig (bijektiv) oder umkehrbar, falls aus

X; T X, B E(x) T f(xy)
(d.h. verschiedene Argumente haben verschiedene Funktionwerte)
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Die Umkehrfunktion bijektiver Funktionen ist wie folgt definiert
f':w, ®D,
y=f(X) a x

Bsp.: (1)

d.h. die Umkehrfunktion von f(x) = %x ist die Funktion f(x) =2x (f*:x a 2x)
(2)

f(x) = x> besitzt keine Umkehrfunktion.
A

aber falls D = {xx TR U x 3 0}dann existiert
> Umkehrfunktion zu f(x) = x*> (f*:x a vx)

Bestimmung der Funktionsgleichung der Umkehrfunktion

a) Rechenverfahren
1. Auflésen der Funktionsgleichung nach x (falls moglich)
2. Form des vartauschen von x und y

Bsp.:
y=x’
1. 3y =x
2. y=3x

b) Graphisch
Die Umkehrfunktion entsteht durch Spiegelung der Funktion an der Geraden y=x
Bsp.:

A

v
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Stetigkeit

Anschauliche Begriffshildung

Eine auf [a,b] definierte Funktion f heift stetig in [a,b], wenn sie keine Sprungstellen,
keine Lucken und keine Unendlichkeitsstellen besitzt.

(d.h. fist stetig, wenn sie durch einen ununterbrochenen Kurvenzug gezeichnet
werden kann)

Anm.: Def. Der Stetigkeit erfolgt spater ber Grenzwertbetrachtung

:

X, : Unendlichkeitsstelle

X, : Lucke
/ X, : Sprungstelle

»
»

X3

-_\.\_I_

Stetige Funktionen :

- lineare Fkt. (Geraden)
- sin X, cos X

- Polynome

3.2. Ganzrationale Funktion

3.2.1. Definition

Def.: Funktionen vom Typ
f(x)=a,x"+a, x""+K+ax'+a, xTRunda,a,Ka, TR
nTN,a, 10

heif3t ganzrationale Funktion oder Polynomfunktion.
N bestimmt den Polynomgrad.

f(x)=a, Polynomgrad0 1 f(x)
f(x)=4 (konstante Funktion)

v

f(x)=a,x' +a, Polynomgradl

T f(x)

v

f(x) = %x -1 (lineare Funktion) /|
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2 1 f(x)
f(x)=a,x’+a,x"+a, Polynomgrad 2 \ T /
f(x)=x*-1 (quadratische Funktion) | ”
f(x) = x®+2x* +x° Polynomgrad 8 \T/f(x)
[ >

Polynome sind fiir alle x T R stetige Funktionen. Sie sind leicht differenzier-
und integrierbar. Sie sind sehr gut geeignet zur Approximation (Naherung) von
Funktionen (Bsp.: falls eine Funktion durch eine Melireihe definiert ist).

3.2.2. Lineare Funktion (Gerade)

A

Allgemeine Geradengleichung
y(x) =a, +a,x

v

X:l (X1 +1)

y(0)=a, d.h.a, istSchnittpunkt mit dery - Achse
y(x, +1) =a, +a,(x, +1)
y(X, +1) - y(x;) =a, +a,(x; +1) - (a, +a,X;)
=a, taX; +a; -3, —aX; =4,
a, ist Steigung der Geraden (d.h."1" nach rechts"a," nach oben)

Bestimmung einer Geradengleichung

Ist eine Gerade durch P1 und P2 bzw. durch P1 und die Steigung a1 gegeben, so elforlgt
die Bestimmung der Geradengleichung durch Einsetzen der Daten und Lésen des
entstehenden Gleichungssystems fir die Unbekannten
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3.2.3. Parabel

Allg. Parabelgleichung y(x) = ax® + bx +¢

Nullstellen
Xy, = b 2b dac bzw. p/q - Formel
' a

Linearfaktorzerlegung
y=ax(X-x) (x-x,)

Scheitelpunkt S(x.;y,)
"Steigung"im Scheitelpunkt ist 0
Betrachte Ableitung yt(x) = 2ax +b

im Scheitelpunkt yé(x,) =0 d.h. 2ax, +b=0U x, = _Z—b
a
Bsp.: y(X)=3x*+3x-6
Net.: X,, = -3:49+72 _-3%9
’ 6 6
X, =1 Xx,=-2
Linearfaktorzerlegung
y(X) =3x? +3x -6 =3x(x =D x(x + 2)
.2 )
Scheitel x, 3.1 Y, :3xg_19 +3x§_19_6
2x3 2 6 2¢g 6 29
3.3.4
4 2 4
=¥
4

3.2.4. Polynomfunktion hoheren Grades (n>2)

Nullstellen

Sei f(x) Polynom vom Grad n und es gelte f(x,) = 0 (d.h. x, ist Nullstelle)
Dann gilt f(x) = (x - X,) f_,@ (Abspaltung eines Linearfaktors)

Grad (n-1)
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Bsp.:
f(x)=x*+2x*+x-4 f(1) =0
P f(x) = (x-x;)*f,(x)

Bestimmungvonf, (x): f (x)=f(x):(x-1)

Polynomdivision :
(XP+2x%+x-4):(x-1)=x*+3x+4
-x* - x?
3X*+x -4
-3x%-3x
4x - 4
4x-4
0
Somit f(x) = (x -1) x(x* + 3x + 4)

Hauptsatz der Algebra

Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n reelle Nullstellen und es hat genau n
Nullstellen, wenn man die komplexen Nullstellen mitzahlt und jede Nullstelle
entsprechend ihrer Vielfachheit beriicksichtigt. Mit diesen Nullstellen gilt die
Linearfaktorzerlegung

f(x) =a, x(x = x ) (x = %, )K(x - X,)

Horner-Schema

X, sei fest
Polynomdivision
(a3X3 + a-2X2 ta, X+ ao) : (X - Xo) = a3X2 + (a3Xo + az)xx + (3-3)(02 +ta,X, * al) + f(xo)

3 2
- (a;X” —a;3X,X")

(25X, +a,)X* +a,x

'(asxo +a2)X2 + (assxo2 +a2Xo)XX

(5%, +2,X, +2,)1X +a,
- (a3x02 +a,X, ta,)xx+ (a3x02 +a,X, ;)X

P A AAp AW a B

=f(Xo)

f 2 2 X,
dh. ﬂ = N AQAA AN aa A e A58 X(- )

f1(x)
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Bsp.: Polynom vom Grad 3

falls x, Nullstelle ist f(x,) und f(x) = (x - X, ) *f,(X)
wobei (X - X, ) ein abgespaltener Linearfaktor ist.

a3 a, a, a

2 3 2
+ a3X0 a3XO +a2XO a3XO +a2XO +alX0
7 7 7

Xo | % | ot | Bqadhdd | BadAdoiWalB

N

Koeffizienten des reduzierten Polynoms
(fallsf(x,) = 0)

Das Horner Schema liefert
- den Funktionswert an einer Stelle X,

- und falls f(x,) = 0, dieKoeffizienten des reduzierten Polynoms

Das fir den Fall n=3 dargestellte Verfahren (Horner-Schema) gilt fiir Polynome von
beliebigem Grad n.

Bsp.:
f(x)=2x"* +2x> -3x* -6x +5
f)=2+2-3-6+5=0
P f(x)=(x-1xf,(x) mitf (x)=byx>+b,x*+b,x+b,
Gesucht : b,,b,,b, und b,

Horner-Schema

Koeffvi(x)| 2| 2| -3| -6 |5

+ 2x1| 4x1 1 -5

1 2 4 1 -5 0
A A A A
b, b, b, b, f(1)

dh.  f(x) = (x-1)x(2x* + 4x* + x - 5)
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3.3. Gebrochenrationale Funktionen

3.3.1. Definition

Def.: Funktionen, die als Quotient zweier Polynomfunktionen g(x) und h(x)
darstellbar sind heiRen gebrochenrationale Funktionen

g(x) _ a,x" +a, X"  +K+ax+a,
h(x) b, x™+b, x""+K+bx+b,

y(x) =

falls: m>n echt gebrochenrational
n<m unecht gebrochenrational

Bsp.:

A

f(x) = % D=R\{0}

v

g(x)=1 Grad g(x)=0
h(x)=x Grad h(x)=1

1>0 d.h.f(x) = 1 ist echt gebrochenrational
X

3.3.2. Nullstellen, Definitionsliicken, Pole

Nullstellen der Funktion y(x) = % ist an der Stelleg(x,) =0 und h(x,) 0
Bsp.:
2
0= ez i
Nullstellen:

y(x)=0 fur x=1
g(-1) =0 aberh(-1) =0

y(x) ist nicht definiert fir xT{-1;-2}
-1 und -2 sind Definitionslicken der Funktion y(x) (Nullstellen des Nennerpolynoms).

3. Funktionen Seite 10



Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

Allg.: Nullstellen des Nennerpolynoms sind Definitionslucken.

Def.: Stellen in deren ,,unmittelbarer* Néahe die Funktionswerte tber alle Grenzen
wachsen oder fallen heifRen Pole oder Unendlichkeitsstellen.

d.h. Diessind Stellenin denen h(x,) =0undg(x,) 0
wobei h(x) und g(x) keine gemeinsame Linearfaktoren besitzen.

Wichtig y(x) = % ist in X, nicht definiert.

X
Die Funktion schmiegt sich in der Umgebung dieser Stellen an einer Geraden
parallel zur y-Achse an. Die Gerade heil3t Asymptote.

Bsp.:
1) A +¥
1
f(x)=—
(x) 1
1 >
— Asymptote
-¥
Polstelle firx-1=0 U x =1
f(x) schmiegt sich an die parallele Gerade zur y-Achse (vertikale Asymptote)
an.
(2)
f(x) = iz Polstelle fir x> =0 U x =0
X

A

-¥ +¥

v

y-Achse ist Asymptote
(3.)  Sonderfall : Z&hler- und Nennerpolynom besitzen gemeinsame Nullstelle

g(x) _ x* -1 _ (x+Dx(x-1)

M= 0 ™ oL~ (x*])

Zunachst definiert fir x =-1, denn h(-1)=0
g(-1) =0 daaber h(-1) = 0 kann man nicht auf Nullstelleschliel3en.
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Losung :

v

/Dé\ Definitionslicke

Sein volles Beheben der Definitionsliicke, so daR man durchzeichnen kann (stetig
beheben).

Setze:
if(x) flirx1-1

i
fo(X)=
wOI=T 5" frx=a

Pf.,(XxX)=x-1
f o, (X) ist stetig

d.h.  Durch Kirzen des Linearfaktors der gemeinsamen Nullstelle von Nenner- und
Zahlerpolynomen kann die Definitionsliicke sinnvoll (stetig) behoben werden.

Zusammenfassung

Bestimmung von Null- und Polstellen gebrochenrationaler Funktionen

1. Zahler- und Nennerpolynom in Linearfaktoren zerlegen (z.B. Horner-Schema) und
kiirzen gemeinsamer Faktoren.

2. Linearfaktoren im Z&hler liefern Nullstellen
Linearfaktoren im Nenner liefern Polstellen
(Zeichnen in der N&he der Polstelle mit vertikaler Asymptote)

Verhalten echt gebrochenerationaler Funktionen fiir x®+ ¥

Bsp.:
X
x? -1

f(x) = Grad des Z&hlerpolynoms:1

Grad des Nennerpolynoms: 2
d.h.f(x) ist echt gebrochen
Nullstelle:x, =0
Polstellen:x, =1;x, = -1
Frage : Welchem Wert nahert sich der Funktionswert f(x),
fallsx ® +¥ (bzw.x ® -¥) strebt
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1)
X ® +¥ f(x):;l X >0
XXX = XX~
X
1
1
®{+¥ {
®0
dh. f(x) ®+0 (X ® +¥)
2)
1
X® -¥ f(x) = 1 x<0
®{—¥_i
®0

dh. f(x) ® -0

Z vertikale Asymptoten

»
»

0

horizontale Asymptote
(x®x¥)

Nullstelle: x, =0
Polstelle : x, =1; x, =-1

Verhalten unecht gebrochenrationaler Funktionen fiir x®+X

Bsp.:

-1 U
f(x) = Grad des Zéhlerpol =27
9 0,5 rad des Zahlerpolynoms g(x) 3'/ 2 >1 P unecht gebrochen

Grad des Nennerpolynoms h(x) = 1-|['J

Nullstelle: x, =1; x, =-1
Polstelle : x, =-0,5
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