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Differentialgleichungen 7

Das Euler-Cauchy-Verfahren zum numerischen Losen von
Differentialgleichungen

e Problemstellung: Gegeben sei eine Anfangswertaufgabe (AWA), die aus der
Differentialgleichung 1. Ordnung

y = fz,y)

und der Anfangsbedingung
y(@o) = yo

besteht. Die Losungsfunktion y(z) ist unbekannt. Ein numerisches Verfah-
ren zum Losen der AWA liefert als Ergebnis keine Formel fiir y(z), sondern
Néherungen fiir die Funktionswerte y(z;) an bestimmten Stellen z;. Gra-
phisch bedeutet das, man bekommt einen Polygonzug als Néherung fiir die
Funktionskurve von y(z).

o Skizze

e Anmerkung: Zu einer Differentialgleichung y' = f(z,y) kann das Rich-
tungsfeld gezeichnet werden. Die zusitzlich gegebene Anfangsbedingung
y(xo) = yo legt fest, daff die Losungskurve durch den Punkt (zg|yo) ge-
hen soll.

e Das FEuler-Cauchy-Verfahren (oder Polygonzug- Verfahren).

e Idee: Die Losungskurve der AWA mufl durch den Punkt (z4]yo) der Ebene
gehen. Das Richtungsfeld liefert uns ein Linienelement in diesem Punkt.
Dieses Geradenstiick nehmen wir als Néherung fiir die Losungskurve auf
dem Intervall von zg bis zy + h. Durch den Endpunkt der Strecke haben
wie eine Ndherung fiir den y-Wert der Losung an der Stelle zy + h. Das Li-
nienelement in diesem Punkt nehmen wir dann als Ndherung fiir die Kurve
der exakten Losung von zg + h bis xg + 2h u.s.w.

Auf diese Weise entsteht Schritt fiir Schritt ein Streckenzug. Anschaulich
erscheint es klar, dafl er sich um so besser an die Kurve der exakten Losung
anschmiegt, je kleiner der von uns gewéhlte Wert h der Schrittweite ist.
(Auf Details und Beweise gehen wir hier nicht ein.)
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e Iterationsvorschrift

Als Néherung fiir die exakten Funktionswerte y(z;) an den Stellen z; =
xo + i - h liefert das Verfahren die Werte y;, die schrittweise (iterativ) nach
der Vorschrift

Yirr = Yi + h- f(@i,y:)
fir i =0, 1, 2, ... berechnet werden. Dabei ist h die Schrittweite.

e Herleitung der Iterationsvorschrift.

e Beispiel: Zu der AWA mit ¢y = zy und y(0) = 1 ist eine Naherungslosung
auf dem Intervall [0, 1] gesucht. Bei 5 Schritten haben wir h = 0,2 als
Schrittweite.

Wir haben ein Beispiel gewéhlt, bei dem die exakte Losung berechnet und
mit der Naherung verglichen werden kann. Die Werte in der folgenden Ta-
belle sind auf drei Nachkommastellen gerundet.

‘ T ‘ Yi ‘exakt
0,0 | 1,000 | 1,000
0,2 | 1,000 | 1,020
0,4 | 1,040 | 1,083
0,6 | 1,123 | 1,197
0,8 | 1,258 | 1,377
1,0 | 1,459 | 1,649

Y | W DN = D ==

Die Néherung ist zu ungenau. Also verkleinern wir die Schrittweite h, d.h.
wir vergroffern die Anzahl n der Schritte. Als Naherung fiir den exakten
Wert y(1) = 1,648721 ... bekommen wir dann mit n Schritten die folgenden
Néherungen y,, an der Stelle x = 1.

nll 5 10 | 20 | 40 | 80
yn || 1,459 | 1,547 | 1,596 | 1,622 | 1,635
Fehler || 0,189 | 0,102 | 0,053 | 0,027 | 0,014

e Fehlerabschatzung
Eine Halbierung der Schrittweite h fithrt ungefidhr zu einer Halbierung des
Fehlers. Das kann zur Fehlerabschétzung
Ay = |y(x:) — vil = |yi — 4l
genutzt werden. Dabei ist y(x;) der exakte Wert der Losungsfunktion an
der Stelle x;. Mit y; wird die Naherung fiir die Stelle z; bezeichnet, die

man mit der Schrittweite A bekommt, und mit y; die Ndherung mit der
Schrittweite 2h.

e Beispiel



