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Komplexe Zahlen 4
Polare Arithmetik

e Satz

Ist z = re'?, so gilt 7 = re %,
e Beweis

e Satz (Multiplikation in trigonometrischer und Exponentialdarstellung)

Fiir 21 = r1€"' = ry(cos 1 +isinp;) und 23 = r9€"2 = ry(cos o + i sin )
gilt

21 2 = 117ae PR = iy (cos(i01 + 0a) + isin(pr + o)),
d.h. die Betréige werden multipliziert,
|21+ 22| = |21] - | 22]
und die Winkel addiert,

arg(z1 - 22) = arg(z1) + arg(z»).

e Beweis

e Veranschaulichung in der komplexen Ebene.

e Spezialfall: Multiplikation mit ¢ gibt eine Drehung um 90°.
e Berechnung und Skizze.

e Satz (Division in trigonometrischer und Exponentialdarstellung)
Fiir 21 = r1€"! = ry(cos 1 +isinp;) und 23 = r9€"2 = ry(cos o + i sin )
mit 2o # 0 gilt
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d.h. die Betréige werden dividiert,

al_ lal

N |22

22

und die Winkel subtrahiert,

arg (2) = arg(z1) — arg(z»).

Anmerkung: Speziell ist £ = 1 e fiir jedes z # 0.
Beweis

Veranschaulichung in der komplexen Ebene.

Spezialfall: Division durch ¢ gibt eine Drehung um —90°.
Berechnung und Skizze.

Definition

Eine Losung z der Gleichung 2" = a mit 2z, a € € und n € IN heifit n-te
Wurzel aus a.

Im Spezialfall @ = 1 nennt man die Losungen von 2" = 1 die n-ten Ein-
heitswurzeln.

Satz

Die n-ten Einheitswurzeln liegen alle auf dem Einheitskreis und bilden die
Ecken eines regelméfligen n-Ecks, von dem eine Ecke im Punkt z = 1 liegt,
d.h. es sind die Zahlen

2z = e'CT/mk (k=0,1,...,n—1).
Skizze
Beweis

Satz

Fiir a # 0, a = ape’ mit ay = |a| und a = arg(a) und fiir n € IN hat die
Gleichung 2" = a genau n verschiedene Losungen (Wurzeln)

5= Vag - dGHEE) (k=0,1,...,n—1).

Anmerkung: Die Losungen von 2" = a bilden die Ecken eines regelméfligen
n-Ecks auf dem Kreis mit dem Radius {/|a|. Der Vektor vom Ursprung zu
einer der Ecken bildet den Winkel arg(a)/n mit der positiven reellen Achse.

Beweis



