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Reihen 2
Reihen von Zahlen — Reihen von Funktionen

e Die endliche Summe a; + a3 + ... + a; wird auch als
k
D> an
n=1

geschrieben. Bei systematisch aufgebauten Summanden a,, kann es Formeln
zur Berechnung des Summenwertes geben. Ein bekanntes Beispiel wird dem
jungen Gaufl zugeschrieben.

e Satz (GaufBlsche Summenformel)

Es gilt:
k(k+1)

k
S =MD
n=1 2
e Geht man — anschaulich gesprochen — von einer endlichen Summe zu einer

unendlichen Summe iiber, so erhélt man eine Reihe.

e Definition

Ist (@), eine Folge, so heifit der Ausdruck

Zan:al—i—aQ—i—ag—l—...

n=1
eine Rethe. Die a,, heiflen die Glieder der Reihe.

e Anmerkung: Die Ausfithrung unendlich vieler Additionen ist nicht moglich.
Wir betrachten deshalb die Folge (s,,) der endlichen Partialsummen

m
Sm = Z Ap, .
n=1
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Definition

Die Reihe >°°° | a,, heifit konvergent zur Summe s, wenn die Folge (s,,,)5°_,

der Partialsummen s, = >, a,, gegen s konvergiert, d.h. wenn der Grenz-
wert lim,, ..o S, = § existiert.

Schreibweise: >°>° , a,, = s.

Die Reihe heifit divergent, wenn die Folge (s,,) keinen endlichen Grenzwert
besitzt.

Beispiele:

— harmonische Reihe,

— geometrische Reihe.

Satz

Die geometrische Reihe 0%, ¢™ ist fiir |¢| < 1 konvergent und fiir |¢| > 1
divergent. Es gilt

- 1 "

Y ¢"=—— fiir |¢ <L

n=0 1- q
Anmerkung: Durch Y27 cq™ = ¢/(1 — ¢) fiir |¢| < 1 hat man eine einfache
Verallgemeinerung; c ist dabei eine beliebige Konstante.
Beweis

Anmerkung: Der Beweis liefert auch eine Formel fiir die Berechnung endli-
cher geometrischer Reihen.

Satz
Es gilt
m 1 — qm—i-l
qTL
ngo l—q

fiir beliebige Werte von q.
Beispiele

Anmerkung: Eine sehr anschauliche Methode, die Divergenz oder Konver-
genz einer unendlichen Reihe zu zeigen, liefert das Integralkriterium.

Beispiele: Nachweis der Divergenz der harmonischen Reihe >°°; 1/n und
der Konvergenz der Reihe 3°°° | 1/n? mit Hilfe des Integralkriteriums.

Anmerkung: Man kann mit dem Integralkriterium sehr einfach zeigen, dafl
die Reihe 0%, 1/n° fir jeden Exponenten ¢ > 1 konvergiert. Wesentlich
schwieriger ist es, Formeln fiir die Grenzwerte zu bekommen; fiir geradzah-
lige ¢, also fiir ¢ = 2, 4, 6, ..., sind solche Ausdriicke seit Euler bekannt.
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e Beispiele fiir konvergente nicht-geometrische Reihen und ihre Grenzwerte
(ohne Herleitung).
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e Definition
Habe wir unendlich viele durchnumerierte Funktionen fi, fs, ..., die alle

auf derselben Teilmenge M der reellen Zahlen definiert sind, dann nennen

wir
o0
> fn
n=1
eine Funktionenreihe auf M.

Konvergiert fiir jedes x € M die Zahlenreihe >2° ;| f,,(z), dann wird durch
fla)=>_ fulz)  (ze M)
n=1
auf M die Grenzfunktion f der Funktionenreihe definiert, und wir sagen,
dafl die Funktionenreihe auf M punktweise konvergent gegen f ist.

e Anmerkung: Wie bei Folgen von Funktionen miissen sich auch bei punkt-
weise konvergenten Funktionenreihen die Eigenschaften der Summanden fi,
f2, ... keineswegs auf die Grenzfunktion iibertragen.

e Beispiel: Die Reihe der Funktionen f,(x) = 2™ ist auf dem Intervall (—1, 1)
punktweise konvergent, und es gilt

> 1
"= e€(—1,1)).
Y=gz, e(-L1)
e Beispiel: Fiir s > 1 ist durch
<01
C(s) = P

die Riemannsche Zetafunktion definiert. Sie kann in die komplexe Ebe-
ne ,analytisch fortgesetzt“ werden. Die Riemannsche Vermutung, dafl die
nichttrivialen Nullstellen alle den Realteil 1/2 haben, ist das berithmteste
ungeloste Problem der Mathematik.



