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Differentialgleichungen 10
Ordnungsreduktion — Runge-Kutta-Verfahren fiir Systeme
e Beispiel

e Satz

Jede explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) - f(xJ y/J A 7y(n_1))

148t sich als ein System von n expliziten Differentialgleichungen 1. Ordnung
schreiben.

e Beweis

e Anmerkung: Die Methode des Umschreibens wird als Ordnungsreduktion
bezeichnet. Sie kann auch auf Systeme {ibertragen werden.

e Satz

Jedes System aus n expliziten Differentialgleichungen m-ter Ordnung 1483t
sich als System von n - m expliziten Differentialgleichungen 1. Ordnung
schreiben.

e Beweis
e Beispiel

e Anmerkung: Mit der Methode der Ordnungsreduktion kann man explizite
Differentialgleichungen — sowohl einzelne als auch Systeme — von beliebi-
ger Ordnung so umschreiben, dafl explizite Systeme 1. Ordnung entstehen.
Konnen wir diese losen, dann haben haben wir somit ein sehr méchtiges
Verfahren, das auf eine grofie Klasse von Problemstellungen anwendbar ist.

Wir werden im folgenden das Runge-Kutta-Verfahren auf explizite Systeme
1. Ordnung iibertragen. Damit sind dann Anfangswertaufgaben 1. Ordnung,
und indirekt aufgrund der Ordnungsreduktion auch héherer Ordnung, nu-
merisch losbar.
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e Das Runge-Kutta- Verfahren fiir Systeme von expliziten Differential-
gleichungen 1. Ordnung

e Beispiel: Die anschaulichen Ideen des Euler-Cauchy-Verfahrens, des Heun-
Verfahrens und schliefllich des Runge-Kutta-Verfahrens werden {ibertragen
auf das spezielle System

y = flz,y,2), y(xe) =wo
Z, = g(l’,y,Z), Z(ZIZ'()):Z()

aus zwei Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen.

e Allgemeine Problemstellung: Die Anfangswertaufgabe (AWA)

—

g/(x) - f(‘ra ?j)? g($0) =a
soll numerisch gelost werden. Hat das System die Ordnung n, dann sind n
Polygonziige als Naherungen fiir die n exakten Losungskurven gesucht.
e [terationsvorschrift des Runge-Kutta-Verfahrens.

Wir starten an der Stelle xg und berechnen Néherungen an x; = xy + h,
To=x9+2h, ..., x;=x0+1-h,... Dabei ist h die Schrittweite.

Die exakte Losung der AWA an der Stelle z; ist ¢(x;), die Ndherung be-
zeichnen wir mit ;. Bei einem System n-ter Ordnung besteht dieser Vektor
aus den n Nédherungen fiir die n exakten Werte. Der Vektor gy enthilt die
Anfangswerte.

Die Berechnung von #;; erfolgt durch die Vorschrift

1,4 . L.
Yir1 = Ui + 6 (ki,l + 2k + 2k; 3 + ki,4)

mit
Ei,l = h 4(9517 7)7
- » ho o ki
ki,2 - hf(xz+271+ 2>a
= 7 h Em
kig = h'f(33i+2,yi+ 2>,

—

kig = h'f($i+hagi+zi,3)'

e Anmerkung: Analog zum Runge-Kutta-Verfahren fiir eine einzelne Diffe-
rentialgleichung ist eine Fehlerabschédtzung moglich.

e Beispiele



