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Integralrechnung 5

e Bezeichnungen: Bei ,eigentlichen® Integralen ist der Integrationsbereich
endlich und der Integrand beschréankt. Dieser Integralbegriff wird im fol-
genden erweitert. Dabei verwenden wir fiir (noch zu definierende) Integrale
mit unendlichen Grenzen oder unbeschrankten Integranden den Begrift un-
etgentliche Integrale.

e Beispiele: Uneigentliche Integrale mit

(a) unendlichen Grenzen,
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(b) unbeschrianktem Integranden,
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(c¢) unendlichen Grenzen und unbeschréanktem Integranden,
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Die Funktion f sei auf [a, 00) definiert und integrierbar. Man setzt

e Definition
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falls der Grenzwert mit endlichem Wert existiert. Das uneigentliche Integral
heifit dann konwvergent (ansonsten divergent).
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e Anmerkung: Entsprechend

und

e Beispiele
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e Definition

Die Funktion f sei auf [a,b) definiert und integrierbar. Hat f einen Pol an
der Stelle x = b, so setzt man

b g
/a f(z)dx = 11%%/(1 f(x)dz,

falls der Grenzwert mit endlichem Wert existiert. Das uneigentliche Integral
heifit dann konvergent (ansonsten divergent).

e Anmerkung: Entsprechend bei einem Pol an a
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oder einem Pol an zy € (a,b)
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e Beispiele

e Anmerkung: Ist ein uneigentliches Integral konvergent, so ist der entspre-
chende Flédcheninhalt endlich.

e Fliachenberechnungen mait Integralen

Der Wert eines Integrals mit Integrand f ist gleich dem Flacheninhalt der
durch die Integrationsgrenzen, die Kurve y = f(x) und die z-Achse be-
grenzten Flidche. Bei unendlichen Grenzen ist die Flidche unendlich breit,
bei unbeschrinktem Integranden unendlich hoch.

Die Integration liefert Flacheninhalte mit positivem Vorzeichen, wenn die
Flachen oberhalb der z-Achse liegen, und mit negativem Vorzeichen fiir
Fléchen unterhalb der z-Achse. Will man alle Flacheninhalte mit positivem
Vorzeichen haben, mufl man zunéchst den Integrationsbereich so zerlegen,
dafl man von Nullstelle bis Nullstelle integriert, und dann von den Integralen
den Betrag bilden, bei denen die Kurvenstiicke von y = f(x) unterhalb der
x-Achse liegen.

e Beispiele

e Satz

Die Funktionen f, und f, seien integrierbar auf [a, b]. Es gelte

folz) > fulz) fir alle z € [a, b].



Dann ist der Fliacheninhalt zwischen den Kurven y = f,(x) und y = f,.(2)
von x = a bis x = b gleich

b
[ Unlr) = ful)) do.
Anmerkung: Das gilt unabhéngig von der Lage der beiden Kurven beziiglich
der z-Achse.
Beispiele
Bogenlinge von Funktionskurven

Problemstellung: Die Bogenlédnge einer Funktionskurve soll berechnet wer-
den.

Satz

Auf dem Intervall [a,b] sei die stetig differenzierbare Funktion y = f(z)
gegeben. Die Bogenldnge L der Funktionskurve ist

[,:/ab\/l—i-(y’)2 (lez::/ab\/l%—(f’(yc))2 dr.

Beweis

Beispiele



