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Integralrechnung 4

e Problemstellung: Der Wert des bestimmten Integrals

/ab f(z)dx

kann in vielen Féllen nicht mit einer Stammfunktion F' geméafl

berechnet werden, weil F' nicht mit elementaren Funktionen darstellbar ist,
oder weil die Rechnung zu aufwendig wird. Anstelle des exakten Integral-
wertes bestimmt man dann eine Ndherung und spricht von numerischer
Integration.

Unverzichtbar sind Naherungsverfahren bei der Berechnung von Integralen
f; f(x)dx, deren Integrand f(x) nicht formelméaBig sondern durch tabel-
lierte Werte gegeben ist. Solche Tabellenwerte bekommt man in der Praxis
beispielsweise durch Messungen der Funktion f.

e Beispiele

e Rechteckregel

Anschaulich ist der Wert des Integrals f; f(x)dx ein Flacheninhalt. Die
einfachste Nédherung fiir die betreffende Flidche ist ein Rechteck mit der
Breite b — a und einer moglichst ,,passenden” Hohe, z.B. f(a) oder f(b).
Dessen Fléacheninhalt ist dann

R=(b—a)f(a) oder  R=(b—a)f(b).

e Trapezregel

Eine bessere Néherung als mit der Hohe f(a) oder f(b) wird man in den
meisten Fallen mit einer ,mittlere Hohe“ (f(a) 4+ f(b))/2 erhalten. Durch

bekommt man aber den Flacheninhalt eines Trapezes und nennt diese Néhe-
rungsformel daher Trapezregel.
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Geometrisch betrachtet wird bei der Trapezregel die Kurve der Funktion
f(z) von x = a bis x = b durch eine Sehne ersetzt und die Flidche zwischen
dieser Sehne und der z-Achse berechnet.

Summierte Regeln

Genauere Ergebnisse erzielt man, wenn man das Integrationsintervall [a, b]
aufteilt, und die Néherungsregel auf jedem Teilintervall einzeln anwendet.
Wird [a, b] in n gleich grofie Teilintervalle der Breite

h:b—a

n

zerlegt, und werden die Teilpunkte durch
ro=a, x1=a+h, xo=a-+2h, ..., x,=a+nh=2>b

bezeichnet, dann ist

n

b
/ f(x)dr =~ Z(Néherung auf dem Intervall [z;_q, z;] )

i=1

Summierte Rechteckregel

Durch mehrfache Anwendung der Rechteckregel bekommen wir

b
[ 1@)de ~ Rn),
und R(n) ist die summierte Rechteckregel
R(n) = Y hf(zi)=h)_ f(x)
i=1 i=1
b—a

Summierte Trapezregel

Ausgehend von der Trapezregel ist

mit der summsierten Trapezregel

T(n) =

; b f(%‘—l); flai) By f($¢_1)2+ f(z:)
b—a [ f(xo)
n ( 2

i=1
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e Beispiele

e Kepler-Regel

Bei der Rechteckregel wird anstelle der Funktionskurve von f ein waag-
rechtes Geradenstiick genommen, bei der Trapezregel hingegen ein Gera-
denstiick mit ,, passender” Steigung.

Also wird bei der Rechteckregel p(x) = ag und bei der Trapezregel p(z) =
ap + a1z als Niaherungsfunktion fiir f(z) verwendet.

Wie kann man nun N&herungskurven bekommen, die sich noch besser an f
anpassen, so daf} die Flachen unter den Naherungskurven noch besser dem
Wert des Integrals iiber f entsprechen?

Naheliegend ist der Ubergang zu p(x) = ag+aiz+asz?, also die Verwendung
einer Parabel anstelle einer Geraden.

Eine Parabel ist durch drei Punkte festgelegt. Wir wéhlen eine Parabel so,
dafl sie an den Stellen z = a, x = b und in der Mitte des Intervalls bei
x = (a+0b)/2 mit der Funktion f iibereinstimmt. Man kann zeigen, daff der
Fléacheninhalt S zwischen dem Parabelbogen und der x-Achse von x = a
bis z = b dann gleich

fla) +4f((a+b)/2) + f(b)
6
ist, und nennt diese Formel Kepler-Regel.

S=(b-a)

o Skizze

e Anmerkung: In der Trapezregel wird der Mittelwert zweier Funktionswerte
gebildet. Entsprechend kann man den Bruch in der Kepler-Regel als ge-
wichteten Mittelwert interpretieren.

e Summierte Kepler-Regel: Simpsonregel

Wird die Kepler-Regel summiert, bekommt man die Integralndherung

[ £y e 50,

wobei S(n) als Simpson-Regel bezeichnet wird. Es ist

flzim) +4f (s + 24)/2) + f(z5)
Zh G
2 f(@icy) +Af(zio + h/2) + f(x)

:hz 6

b—a

= o (@) +4f(zo +h/2) + 2f (1) + ..+ f(an)) -

S(n) =

e Beispiele



