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Determinanten 2

e Satz (Entwicklungssatz von Laplace)

Der Wert einer Determinante kann durch Entwicklung nach einer beliebigen
Zeile oder Spalte berechnet werden. Dabei werden die Elemente und die
zugehorigen Adjunkten der betreffenden Zeile oder Spalte verwendet.

Der Wert D einer Determinante n-ter Ordnung ergibt sich bei Entwicklung
nach der i-ten Zeile als

D = a1 A + appAip + ... + ainAin = Z @i A,
k=1

und bei Entwicklung nach der k-ten Spalte als

n

D= alkAlk + a2kA2k + ...+ ankAnk = Z aikAik .

i=1
e Beispiel

e Anmerkung: Giinstig ist die Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte, die
viele Nullen enthélt, weil man dann Rechenarbeit spart. Enthélt eine De-
terminate wenige oder gar keine Nullen, hat man zunéchst Pech, aber man
kann die Situation drastisch verbessern: Nullen kénnen vor der Entwicklung
erzeugt werden! Dazu werden Regeln zum Umformen von Determinanten
verwendet.

e Satz (Rechenregeln fiir Determinanten)
Es sei D eine Determinante beliebiger Ordnung.
(a) D wird mit einem Faktor A\ multipliziert, indem eine Zeile oder eine
Spalte von D mit A multipliziert wird.

(b) Werden zwei Zeilen von D vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen
von D, ebenso bei der Vertauschung zweier Spalten.

(c) Sind zwei Zeilen von D zueinander proportional, oder sind zwei Spalten
proportional zueinander, so ist D = 0.
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(d) Der Wert von D #ndert sich nicht, wenn ein beliebiges Vielfaches einer
Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird. Ebenso bleibt der Wert von D
bei Addition eines beliebigen Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
Spalte erhalten.

Beispiele

Anmerkung: Bei der Berechnung des Determinantenwertes nach dem Gauf3-
Algorithmus bringt man eine Determinante zunéchst auf Dreiecksgestalt
und bildet dann das Produkt der Hauptdiagonalelemente.

Diese Methode ist schnell und eignet sich zur Programmierung.
Beispiel

Herleitung der Rechenregeln (Prinzip; speziell bei Determinanten 3. Ord-
nung).

Anmerkung: Angenommen es sollen Programme getestet werden, mit denen
man die Werte von Determinanten berechnen kann. (Liefern die Programme
die korrekten Werte? Welches Programm ist am schnellsten?) Dann ist es
niitzlich, groffe Determinanten zu haben, deren Werte man kennt.

Ein schones Beispiel sind die Determinanten, bei denen in der Hauptdiago-
nalen {iberall 2 und sonst iiberall 1 steht. Der Wert ist hierbei gleich n+ 1,
wenn die Ordnung gleich n ist. Zum Beispiel gilt

e i il N
=N =
—_ N =
N /= =

Die entsprechende Determinante mit 500 Zeilen und 500 Spalten hat den
Wert 501, die mit 1000 Zeilen bzw. Spalten hat den Wert 1001.



