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Lineare Gleichungssysteme 2

e Mit elementaren Umformungen 148t sich jedes LGS
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Az Gz -+ Qo | by
Am1 Am2 **° Amnp bm

auf das folgende Losungsschema bringen (konkrete Durchfithrung: mit dem
GauB-Algorithmus).
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e Definition
Die Zahl k heifit der Rang des LGS,

k = rg(LGS).

e Anmerkung: Der Rang £ ist unabhéngig von Art und Reihenfolge der ele-
mentaren Umformungen. (Verschiedene Werte von k wiirden verschiedene
Losungsmengen nach sich ziehen. Das kann nicht sein, da die elementaren
Umformungen die Losungsmenge des LGS nicht verédndern.)

e Diskussion des Losungsschemas

(a) Das LGS ist genau dann lésbar, wenn Byy1 = Bryo = ... = [y = 0 ist.
(Sonst ist das LGS nicht losbar, d.h. seine Losungsmenge ist L = ().)

Fiir 16sbare LGS gilt:

Copyright (© 2007, Prof. Dr. H.-R. Metz. All rights reserved.

1



(b) Das LGS ist genau dann eindeutig ldsbar, wenn k = n ist (Rang
maximal). Losung:

T = (617627"'75’43)T: (51752""’BH)T'

(c) Das LGS hat genau dann unendlich viele Losungen, wenn k < n

ist. Dann kénnen die Unbekannten x4, ..., x, frei gewédhlt und z,
To, ..., xp durch sie ausgedriickt werden; wir haben also (n — k) freie
Parameter A\y = 11, Ao = Tpao, ..., Ap_k = Tp, und es gilt
Ti =i — Qi1 Al — Qg2 A2 — ... — Qg - Api
fire=1,..., k.
Definition

Wir nennen n — k die Dimension der Losungsmenge,

dimL =n — k.

Anmerkung: Die Dimension der Losungsmenge ist also gleich der Anzahl
der Spalten im mittleren oberen Késtchen des Losungsschemas.

Satz
rg(LGS) +dim L =n

Beispiel zur Diskussion des Losungsschemas:

100[2 3] 1
0100 1|2
00 1|0 0]3/2
0000C0| 73

Beispiel zur Diskussion des Losungsschemas:

1 0 0]2
0103
00 14
0 0 0]0

Beispiel zur Diskussion des Losungsschemas:

Beispiele zur Umformung linearer Gleichungssysteme auf das Losungssche-
ma mittels Gauf3-Algorithmus.



e Geometrische Interpretation bei drei Unbekannten.

Das komplette Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme kann geome-
trisch veranschaulicht werden. Dazu betrachten wir Systeme mit drei Un-
bekannten.

Jede Gleichung
a1 + apTy + aprsy = b;
stellt eine Ebene im Raum dar. Bei einem LGS mit m Gleichungen ist ¢ = 1,

..., m, und wir haben m Ebenen.

Die Losungsmenge des LGS besteht aus allen Tripeln (z1, 9, 23), die alle m
Gleichungen erfiillen. Geometrisch stellt ein solches Tripel die Koordinaten
eines Punktes im dreidimensionalen Raum dar, und das Erfiillen der m
Gleichungen bedeutet, dal der Punkt auf allen m Ebenen liegt.

Die Losungsmenge besteht also aus den Koordinaten derjenigen Raumpunk-
te, die zu allen Ebenen gleichzeitig gehoren.

Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch.

— Eine Gleichung (m = 1).
Eine Ebene im Raum; unendlich viele Losungen (alle Punkte der Ebe-
ne); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

— Zwei Gleichungen (m = 2).

(a) Parallele Ebenen; LGS nicht 1ésbar.

(b) Identische Ebenen; unendlich viele Losungen (alle Punkte der Ebe-
ne); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

(c) Ebenen haben Schnittgerade gemeinsam; unendlich viele Losun-
gen (alle Punkte der Schnittgeraden); dim(L) = 1, d.h. ein freier
Parameter, rg(LGS) = 2.

— Drei Gleichungen (m = 3).

(a) Mindestens zwei Ebenen parallel oder ,Rohr” mit dreieckigem

Querschnitt; LGS nicht l6sbar.

(b) Alle drei Ebenen identisch; unendlich viele Losungen (alle Punkte
der Ebene); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

(c) Die drei Ebenen haben genau eine Schnittgerade gemeinsam; un-
endlich viele Losungen (alle Punkte auf der Schnittgeraden);
dim(L) = 1, d.h. ein freier Parameter, rg(LGS) = 2.

(d) Die drei Ebenen haben genau einen Schnittpunkt gemeinsam; ge-
nau eine Losung (der Schnittpunkt); dim(L) = 0, d.h. kein freier
Parameter, rg(LGS) = 3.

In allen Féllen ist die Anzahl der Unbekannten n = 3 = dim(L) +rg(LGS).
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Spezialfall: Gleichungen
ai1®1 + a2 + a;zrs =0

stellen Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems dar, d.h. der
Punkt mit z; = 0, 9 = 0 und x3 = 0 liegt auf der Ebene. Bei einem ho-
mogenen LGS gehen also alle Ebenen durch den Ursprung; ein homogenes
LGS hat stets die triviale Losung. Hat ein homogenes LGS mit drei Unbe-
kannten mehr als die triviale Lésung, dann sind das die unendlich vielen
Punkte auf einer Geraden durch den Ursprung oder die unendlich vielen
Punkte auf einer Ebene durch den Ursprung.



