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• Mit elementaren Umformungen läßt sich jedes LGS

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bm

auf das folgende Lösungsschema bringen (konkrete Durchführung: mit dem
Gauß-Algorithmus).

1 k k + 1 n
1 1 0 · · · 0 α1,k+1 . . . α1,n β1

0 1 α2,k+1 . . . α2,n β2
...

. . .
...

...
...

k 0 1 αk,k+1 . . . αk,n βk

k + 1 0 · · · 0 0 · · · 0 βk+1
...

...
...

...
...

m 0 · · · 0 0 · · · 0 βm

• Definition

Die Zahl k heißt der Rang des LGS,

k = rg(LGS).

• Anmerkung: Der Rang k ist unabhängig von Art und Reihenfolge der ele-
mentaren Umformungen. (Verschiedene Werte von k würden verschiedene
Lösungsmengen nach sich ziehen. Das kann nicht sein, da die elementaren
Umformungen die Lösungsmenge des LGS nicht verändern.)

• Diskussion des Lösungsschemas

(a) Das LGS ist genau dann lösbar, wenn βk+1 = βk+2 = . . . = βm = 0 ist.
(Sonst ist das LGS nicht lösbar, d.h. seine Lösungsmenge ist L = ∅.)
Für lösbare LGS gilt:
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(b) Das LGS ist genau dann eindeutig lösbar, wenn k = n ist (Rang
maximal). Lösung:

~x = (β1, β2, . . . , βk)
T = (β1, β2, . . . , βn)T .

(c) Das LGS hat genau dann unendlich viele Lösungen, wenn k < n
ist. Dann können die Unbekannten xk+1, . . . , xn frei gewählt und x1,
x2, . . . , xk durch sie ausgedrückt werden; wir haben also (n− k) freie
Parameter λ1 = xk+1, λ2 = xk+2, . . . , λn−k = xn, und es gilt

xi = βi − αi,k+1 · λ1 − αi,k+2 · λ2 − . . .− αi,n · λn−k

für i = 1, . . . , k.

• Definition

Wir nennen n− k die Dimension der Lösungsmenge,

dim L = n− k.

• Anmerkung: Die Dimension der Lösungsmenge ist also gleich der Anzahl
der Spalten im mittleren oberen Kästchen des Lösungsschemas.

• Satz
rg(LGS) + dim L = n

• Beispiel zur Diskussion des Lösungsschemas:

1 0 0 2 3 1
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 3/2
0 0 0 0 0 β

• Beispiel zur Diskussion des Lösungsschemas:

1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 4
0 0 0 0

• Beispiel zur Diskussion des Lösungsschemas:

1 2 3 4

• Beispiele zur Umformung linearer Gleichungssysteme auf das Lösungssche-
ma mittels Gauß-Algorithmus.
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• Geometrische Interpretation bei drei Unbekannten.

Das komplette Lösungsverhalten linearer Gleichungssysteme kann geome-
trisch veranschaulicht werden. Dazu betrachten wir Systeme mit drei Un-
bekannten.

Jede Gleichung
ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 = bi

stellt eine Ebene im Raum dar. Bei einem LGS mit m Gleichungen ist i = 1,
. . . , m, und wir haben m Ebenen.

Die Lösungsmenge des LGS besteht aus allen Tripeln (x1, x2, x3), die alle m
Gleichungen erfüllen. Geometrisch stellt ein solches Tripel die Koordinaten
eines Punktes im dreidimensionalen Raum dar, und das Erfüllen der m
Gleichungen bedeutet, daß der Punkt auf allen m Ebenen liegt.

Die Lösungsmenge besteht also aus den Koordinaten derjenigen Raumpunk-
te, die zu allen Ebenen gleichzeitig gehören.

Wir führen eine Fallunterscheidung durch.

– Eine Gleichung (m = 1).

Eine Ebene im Raum; unendlich viele Lösungen (alle Punkte der Ebe-
ne); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

– Zwei Gleichungen (m = 2).

(a) Parallele Ebenen; LGS nicht lösbar.

(b) Identische Ebenen; unendlich viele Lösungen (alle Punkte der Ebe-
ne); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

(c) Ebenen haben Schnittgerade gemeinsam; unendlich viele Lösun-
gen (alle Punkte der Schnittgeraden); dim(L) = 1, d.h. ein freier
Parameter, rg(LGS) = 2.

– Drei Gleichungen (m = 3).

(a) Mindestens zwei Ebenen parallel oder
”
Rohr“ mit dreieckigem

Querschnitt; LGS nicht lösbar.

(b) Alle drei Ebenen identisch; unendlich viele Lösungen (alle Punkte
der Ebene); dim(L) = 2, d.h. zwei freie Parameter, rg(LGS) = 1.

(c) Die drei Ebenen haben genau eine Schnittgerade gemeinsam; un-
endlich viele Lösungen (alle Punkte auf der Schnittgeraden);
dim(L) = 1, d.h. ein freier Parameter, rg(LGS) = 2.

(d) Die drei Ebenen haben genau einen Schnittpunkt gemeinsam; ge-
nau eine Lösung (der Schnittpunkt); dim(L) = 0, d.h. kein freier
Parameter, rg(LGS) = 3.

In allen Fällen ist die Anzahl der Unbekannten n = 3 = dim(L)+ rg(LGS).
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Spezialfall: Gleichungen

ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 = 0

stellen Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems dar, d.h. der
Punkt mit x1 = 0, x2 = 0 und x3 = 0 liegt auf der Ebene. Bei einem ho-
mogenen LGS gehen also alle Ebenen durch den Ursprung; ein homogenes
LGS hat stets die triviale Lösung. Hat ein homogenes LGS mit drei Unbe-
kannten mehr als die triviale Lösung, dann sind das die unendlich vielen
Punkte auf einer Geraden durch den Ursprung oder die unendlich vielen
Punkte auf einer Ebene durch den Ursprung.
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