FH GieBen-Friedberg, FB 06 (MNI) Losungen zu Ubungsblatt 8
Einfiihrung in die h6here Mathematik 6. Dezember 2006
Prof. Dr. H.-R. Metz

Aufgabe 1

Skizzieren Sie die Funktionen e, In(x) = log.(x) und e *. Zeichnen Sie die
Umkehrfunktion zu e™®. Berechnen Sie diese Umkehrfunktion dann auch for-
melméafig.

Losung: Die natiirliche Logarithmusfunktion y = In(x), d.h. die Logarithmus-
funktion y = log, (x) zur Basis e, ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion
y = e*. Also gehen die Kurven von y = In(x) und y = €® durch Spiegelung an
der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten ineinander iiber.

Die Kurve der Funktion y = f(—x) entsteht durch Spiegelung der Kurve von
y = f(x) an der y-Achse. Also gehen y = e* und y = e * durch Spiegelung
an der y-Achse ineinander iiber. Ferner ist y = ¢ = 1/e”, was einen weiteren
Zusammenhang liefert, der beim Skizzieren der Kurven verwendet werden kann.

Hat man y = e gezeichnet, kann die Umkehrfunktion durch Spiegelung an
der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten skizziert werden.
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Die Berechnung der Umkehrfunktion von y = e™* erfolgt in zwei Schritten.

1. Schritt: Auflosen der Gleichung y = e* nach x. Logarithmieren liefert
Iny =1In(e™™) = —z, also —Iny = z.

2. Schritt: Vertauschen von z und y. Dies gibt y = —Inx .

Also ist die Funktion y = —Inx die Umkehrfunktion zu y = e™*.

Man beachte: Wird der Graph einer Funktion f(x) an der y-Achse gespiegelt,
entsteht der Graph von f(—z). Spiegelung an der z-Achse gibt den Graph von

—f(z).
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Aufgabe 2

Man glaubt, in vielen Bereichen der Informatik exponentielles Wachstum beob-
achten zu konnen, beispielsweise bei den folgenden Groflen: Integrationsdichte
von Schaltkreisen, Prozessorleistung, Speicherkapazitéit von Festplatten, Uber-
tragungskapazitéiten, Anzahl der Internetbenutzer. (Suchen Sie im Internet nach
dem ,,Gesetz von Moore* fiir weitere Informationen.)

Exponentiell wachsende oder fallende Groflien werden durch Funktionen

g(t) = Ae"

beschrieben, wobei ¢ die Zeit ist. Fiir ¢ = 0 ergibt sich der Anfangswert A. Die
Konstante k ist positiv bei wachsenden und negativ bei fallenden Gréflen.

(a) Angenommen, g hat sich nach 18 Monaten verdoppelt. Welches Vielfache
des Anfangswertes hat man nach 3 Jahren?

(b) Welches Vielfache hat man dann nach 10 und nach 20 Jahren?
(c) Welchen Wert hat die Konstante k 7

(d) Wenn der Wert von g nach 5 Jahren gleich 1 Million ist, wie grofl war dann
der Ausgangswert von g 7

(e) Nach wieviel Jahren hat man das tausendfache des Ausgangswertes er-
reicht?

Losung:
(a) Da g sich nach 18 Monaten verdoppelt hat, gilt g(18 Monate) = 2A4. Wegen
g(18 Monate) = A ¢t1® Monate

k18 Monate

muf also e = 2 sein.

Nach drei Jahren hat die Grofle ¢ dann den Wert
g(3 Jahre) = ¢(36 Monate) = A k36 Monate

— A62k18 Monate — A (ek 18 Monate)2 — A22
4A,
sie hat sich also vervierfacht.

Man kann diesen und den néchsten Teil der Aufgabe auch l6sen, indem man
die Exponentialfunktion auf die Basis 2 umschreibt. Verwendet man nicht
mehr die Zeit t als Variable sondern die dimensionslose Variable 7, die fiir
das 7-fache von 18 Monaten steht, erhélt man

h(r)=A-27
mit 7 = t/(18 Monate).



(b) Wir haben

120
10 Jahre = 120 Monate = (18 Monate) I8
Also ist
g(10 Jahre) = A (120/19)k18 Monate _ 4 (ek 18 Monate)120/18 _ A 9120/18

101,6 - A.
Entsprechend hat man nach 20 Jahren
g(20 Jahre) = A 2%0/18 ~ 10321 - A.

Verwendet man die Exponentialfunktion mit der Basis 2, erhédlt man sofort
(120) = 492071 oy (280) = A 9200015
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(c) Wir haben gesehen, da8

6k:18 Monate __ 2
ist. Logarithmieren der Gleichung ergibt
k 18 Monate = In 2.

Also ist
In2

~ 18 Monate
(d) Wenn ¢ nach 5 Jahren den Wert 1 Million hat, dann gilt

k

1 Million = 105 = A - 2193

weil
60 Monate B 10
18 Monate 3
ist. Es folgt unmittelbar
106

(e) Die Gleichung 1000 = 27 gilt ungefihr fiir 7 = 10, was zehnmal 18 Mo-
nate oder zehnmal 1,5 Jahre bedeutet. Wenn wir genauer rechnen, erhal-
ten wir aus 1000 = 27 durch Logarithmieren In(1000) = 71n(2), woraus
7 =1n1000/In 2 und somit eine Zeit von ¢t = (In 1000/ In2) - 18 Monate ~
179, 4 Monate folgt, was sehr gut mit der gréberen Abschitzung iiberein-
stimmt.

Wir haben das tausendfache des Ausgangswertes also ungefihr nach 15 Jah-
ren erreicht.



Aufgabe 3

Bestimmen Sie geometrisch den Wert von sin(30°), sin(45°) und sin(60°).

Losung: Wir verwenden ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse die
Lénge 1 hat, und dessen Katheten gleich lang sind. Die Lénge der Katheten
bezeichnen wir mit . Neben dem rechten Winkel tritt dann zweimal der Win-
kel 45° auf. Da der Wert des Sinus gleich der Lénge der Gegenkathete geteilt
durch die Lange der Hypotenuse und der Wert des Cosinus gleich der Lange der
Ankathete geteilt durch die Liange der Hypotenuse ist, folgt

sin(45°) = cos(45°) = x.
Nach dem Satz des Pythagoras ist ferner
2+ =1,

also x? = 1/2. Somit ist

und wir erhalten

Zur Bestimmung der anderen Sinuswerte verwenden wir ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlédnge 1. Fiir die Hohe in diesem Dreieck gilt
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SIORE

woraus h? = 1—1/4 = 3/4 und somit h = 1/3/2 folgt. Da sin(60°) = h/1 ist folgt

sin(60°) = \f .

Ferner kann man direkt im Dreieck ablesen, dafl
1
in(30°) = —
sin(30°) 5

ist.

Durch die Symmetrien der Sinus- und Cosinusfunktion treten die soeben be-
rechneten Werte auch noch an anderen Stellen als 30°, 45° und 60° und auch
beim Cosinus auf.



y = sin(x) y = cos(x)
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Aufgabe 4

Vereinfachen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme:

sin ¢ + sin(p + 120°) + sin(p + 240°).

Loésung: Wir verwenden das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion
sin(a + 3) = sin(«) cos(8) + cos(a) sin(3)
um sin(y + 120°) und sin(¢ + 240°) umzuformen. Es ergibt sich

sin ¢ + sin(p + 120°) + sin(p + 240°) = singp
+ sin(g) cos(120°) + cos(yp) sin(120°)
+ sin(¢) cos(240°) + cos(¢p) sin(240°)

= singp

[ S

+ sin(p) <—;> + cos(yp)

+sin(p) (1) + con(e) (—“f)
= 0.



Aufgabe 5
Zeigen Sie, dafl

(a) sin(wt 4+ m) = — sin(wt),
(b) sin(wt — w/2) = — cos(wt).

Losung: Wir verwenden das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion
sin(a + 3) = sin(«) cos(3) + cos(a) sin(3).
(a) Mit cos(m) = —1 und sin(m) = 0 folgt
sin(wt +7) = sin(wt) cos(m) + cos(wt) sin(7)
= —sin(wt).
(b) Unter Beachtung von cos(—7/2) = 0 und sin(—n/2) = —1 erhalten wir

sin(wt — 7/2) = sin(wt) cos(—m/2) + cos(wt) sin(—m/2)

= —cos(wt).

Aufgabe 6
Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung

sin(2x) — cosz = 0.

Hinweis: sin(2z) kann zerlegt werden. Die passende Formel 148t sich durch das
Umschreiben 22 = x 4+ z und anschlieSendes Anwenden eines Additionstheorems
herleiten.

Losung: Mit dem Additionstheorem fiir die Sinusfunktion
sin(a + ) = sin(«a) cos(F) + cos(a) sin(3).
erhélt man

sin(2x) = sin(z + z)
= sin(z) cos(x) + cos(x) sin(x)
= 2sin(x) cos(x),

eine Formel, die auch in anderem Zusammenhang niitzlich sein kann. Die Glei-
chung sin(2z) — cosz = 0 kann damit umgeformt werden zu

sin(2x) — cosx = 2sin(z) cos(z) — cos(x)
= (2sin(z) — 1) cos(z) = 0.
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Die verschiedenen Losungen der Gleichung ergeben sich, wenn die beiden Fakto-
ren der linken Seite gleich Null gesetzt werden. Aus cos(z) = 0 folgt

xn:g—l—mr (neZ).

Aus 2sin(z) — 1 = 0 ergibt sich sin(z) = 1/2 und daraus folgt

xn:%—l—nQﬂ (neZ)

sowie .
xn:g—l—n%r (neZ).
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