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Aufgabe 1
Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv, surjektiv oder bijektiv?

() f: R— R, f(z) =2 (b) f:Z—Z, fx) =2

(©) f: R—R, f(z) = 2? (d) f: R— R, f(z) = a?
(¢) f: R - R, f(z) = a” (f) f: RZ - R, f(z) = a?
(8) f: Z—NU{0}, f(z) =22 () f:N—NU{0}, f(z) =2

Hierbei sei R=° = {z|z € R und = > 0}.

Losung: Die komplette Aufgabe kann anschaulich mit Hilfe der Funktionsgra-
phen gelost werden.

| injektiv | surjektiv | bijektiv

(a) | ja ja ja

(b) ja nein nein
(¢) | mein nein nein
(d) | mnein ja nein
(e) ja nein nein
O & | . | i

(g) | mnein nein nein
(h) ja nein nein

Aufgabe 2

Geben Sie Beispiele fiir Abbildungen von IN in IN an, die
(a) surjektiv aber nicht injektiv,
(b) nicht surjektiv aber injektiv,

(c) bijektiv aber ungleich der Identitét,
(d) weder surjektiv noch injektiv

sind.
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Losung: Es gibt beliebig viele Beispiele, die folgenden wurden aufgrund ihrer
Einfachheit ausgew#hlt. Veranschaulichen kann man die Funktionen z.B. in ei-
nem kartesischen Koordinatensystem, der Graph besteht dann aus Punkten der
Ebene. In einer andere Darstellung werden Elemente des Definitions- und des
Bildbereichs aufgeschrieben, und die Abbildung wird durch Pfeile symbolisiert.
Beide Veranschaulichungen zeigen natiirlich nur endliche Ausschnitte der Funk-
tionen. Vollstédndig gegeben sind die Funktionen durch die folgenden Definitionen.

@50 =10t
(b) f(n) =n+1

2 fir n=1
(c) fln)=< 1 fir n=2
n  sonst

Aufgabe 3
Gegeben seien die Mengen M = {a, b, c,d} und Ay = {0, 1}.

(a) Geben Sie M x M, Ay x Ay, M X Ay und Ay x M an.

(b) Gibt es injektive, surjektive oder bijektive Abbildungen

1. von M in Ay x Ay, 2. von Ay x M in M,
3. von M x M in M x Ao, 4. von M x Ao in M x M ?

Es miissen keine Abbildungen explizit angegeben werden, es geht nur um
ihre Existenz.

(c) Wieviele injektive, surjektive und bijektive Abbildungen gibt es von M
in AQ ?



Losung;:

(a) Die Anzahl der Elemente in den Produktmengen ergibt sich als |[M x M| =
|M|-|M|=4-4=16, als |M x Ay| = |M|-|Ag| =4-2=8 us.w.

MxM = {

A2><A2 - {(070>>(071)7<170)7(171)}

MxAy = {(a,0),(a,1),(50), (1),

Ao x M = {(0,a),(0,b),(0,c), (0,d),

(b) Existieren Abbildungen, die injektiv, surjektiv oder bijektiv sind?

| injektiv | surjektiv | bijektiv

von M in Ay X Ay ja ja ja

von Ay X M in M nein ja nein
von M x M in M x Ay | nein ja nein
von M x Agin M x M ja nein nein

Begriindung: Uber die Anzahl der Elemente in den verschiedenen Mengen.

Haben zwei endliche Mengen A und B gleich viele Elemente, so kann man
jedem Element von A eindeutig ein Element von B zuordnen und umge-
kehrt. Man kann z.B. die Elemente von A in einer bestimmten Reihenfolge
anordnen, ebenso die Elemente von B; dann bildet man das erste Element
von A auf das erste Element von B ab, das zweite Element von A auf das
zweite Element von B, u.s.w. Diese Abbildung ist bijektiv (eineindeutig),
d.h. injektiv und surjektiv. Den Fall |A| = |B| haben wir bei A = M
und B = Ay X A,. Selbstverstéandlich gibt es auch Abbildungen von M in
As X As, die nicht injektiv und nicht surjektiv sind, z.B. kann man alle
Elemente von M auf (0,0) € Ay x Ay abbilden.

Hat die endliche Menge A mehr Elemente als B, gilt also |A| > |B], so
existieren surjektive Abbildungen, denn es gibt ja , geniigend“ Elemente in
A, so dafl jedes Element aus B als Funktionswert eines Elementes aus A
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angenommen werden kann. Aber es kann keine injektive Abbildung geben,
da die Elemente von B , nicht ausreichen“, damit jedes Element von A einen
anderen Funktionswert hat'. Die Situation |A| > |B| haben wir sowohl bei

A=Ay x M, B= M, als auch bei A= M x M, B= M x As.
Gilt schliellich |A| < |B] fiir die endlichen Mengen A und B, so kann

man zwar jedem Element von A ein anderes Element von B zuordnen, d.h.
es gibt eine injektive Abbildung, aber eine surjektive Abbildung ist nicht
moglich, da jedem Element aus A nur genau ein Element aus B zugeordnet

werden darf, so da8 Elemente aus B ,iibrig bleiben®. |A| < |B| haben wir
beiA=M x Ayund B=M x M.

(c) Da |M| =4 > 2= A, ist, gibt es keine injektive Abbildung (Begriindung
s.0.). Also existiert auch keine bijektive Abbildung. Aber wieviele surjek-
tive Abbildungen gibt es? Eine Abbildung f : M — A, wird vollsténdig
durch das 4-Tupel (f(a), f(b), f(c), f(d)) beschrieben. Als Funktionswerte
kénnen die Elemente von Ay angenommen werden, d.h. 0 und 1. Also ist
z.B. (1,0, 1, 1) eine mogliche Abbildung, oder (0,0, 1, 0). Die 4-Tupel kénnen
als Bitstrings der Linge 4 aufgefasst werden. Davon gibt es 16. Bei einer
surjektiven Abbildung mufl mindestens einmal die 0 und mindestens einmal
die 1 vorkommen. Dies ist bei (0,0,0,0) und (1, 1,1, 1) nicht der Fall. Also
gibt es 16 — 2 = 14 surjektive Abbildungen von M auf A,.

Aufgabe 4

Gesucht ist die Umkehrfunktion zu f : R — R, f(z) = —3 + 52 /2. Skizzieren
Sie die beiden Graphen.

Losung: Die Umkehrfunktion zu y = —3+52/2 wird in zwei Schritten berechnet.
1. Schritt: Auflésen der Gleichung nach x. Es folgt y + 3 = gx und daraus
T = % Y+ g .
2. Schritt: Vertauschen von x und y liefert dann die gesuchte Umkehrfunktion
2 6

!Dies ist eine Anwendung des Schubfachprinzips (engl.: pigeonhole principle). Gibt es mehr
Tauben als Taubenschlége, so halten sich in mindestens einem Taubenschlag mehrere Tauben
auf. Mit ,mehrere“ ist dabei ,mindestens zwei* gemeint.
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Aufgabe 5

Wird eine reelle Zahl z auf die néchste ganze Zahl kleiner oder gleich x abgerun-
det, so schreibt man das Ergebnis mit der sogenannten ,, Gaufi-Klammer* als [z].

Die Gauf}-Klammer ist also eine Funktion, die der reellen Zahl x die grofite
ganze Zahl zuordnet, die kleiner oder gleich x ist, d.h. f: R — Z, f(z) = [z] :=
nmitneZundn<zx<n+1.

In einigen Programmiersprachen wird diese Funktion als Floor-Funktion be-
zeichnet. Die folgenden Schreibweisen sind gebréuchlich: f(z) = [z] = floor(z) =

Analog ordnet die Ceiling-Funktion der reellen Zahl = die kleinste ganze Zahl
zu, die grofler oder gleich x ist. Man schreibt f(x) = ceil(x) = [z]. Es ist dann
f'R—Z, f(x)=]z]:=nmitn € Zundn—1<z <n.

(a) Welche Werte ergeben sich fiir [1/2], [1/2], |-1/2], [-1/2], |3,7], [3,7],
|14 und [14] ?

(b) Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen.

(c) Skizzieren Sie |—z| und [—z]. Welche Zusammenhinge werden offensicht-
lich?

(d) Welche Werte ergeben sich fiir z — [z ] und fiir z — [z] (sowohl bei positivem
als auch bei negativem z)?

(e) Skizzieren Sie den Graph der Funktion f(z) =z —4 - [z/4].

(f) Es sei eine beliebige Funktion ¢ : R — IR gegeben. Wie sieht der Graph
von p(z — 4 - [x/4]) verglichen mit dem Graphen von ¢(x) aus?
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Losung;:

(a) Bs st [1/2] = 0, [1/2] = 1, |-1/2] = —1, [-1/2] = 0, [3,7] = 3,
[3,7] =4, [14] = 14 und [14] = 14.

(b) Die folgenden Graphen stellen die Funktionen f(z) = |z| und f(z) = [z]

dar.
A
Ed [2]
2+ - 21 o—e
1+ e—o 1 ¢
-2 _1 1 2 x -2 -1 1 2 x
— o —1] o—e@ +—1
e—oO +—=2 o——e 4+-9

(c) Die folgenden Graphen stellen die Funktionen f(z) = |—z| und f(x) =

[—x] dar.
A '
[—2] [—]
o—e 2 + e——o 92+
o—e ] + — o
-2 -1 1 2 x -2 -1 1 2 x
—1 o—o -1 + e—0
—92 1 o— o -9 1 P

Ein Vergleich zeigt, dafl die Kurve von y = |—z] gleich der Spiegelung von
y = [z] an der z-Achse ist, d.h. da8

[—z] = —[z]

gilt. Ferner sieht man, daf§ die Kurve von y = [—x] gleich der Spiegelung
von y = |z| an der z-Achse ist, so dafl



gilt.
(d) 1. Fall: ©x — |z].

Fiir x > 0 erhélt man die Nachkommastellen von z, zum Beispiel ist
3,81 —3,81] =3,81 -3=0,81.

Fiir z < 0 ergibt sich 1 — (Nachkommastellen von z), wenn die Nachkom-
mastellen positiv gerechnet werden, zum Beispiel

—3,81 — |—3,81] = —3,81 — (—4) = —3,81 +4 = 0, 19.

2. Fall: x — [z]. Fur > 0 bekommt man (Nachkommastellen von z) — 1,
zum Beispiel

3,81 —[3,81] =3,81 —4=10,81—1=—0, 19.

Fiir x < 0 ist das Resultat gleich den Nachkommastellen von z, einschlief3-
lich des negativen Vorzeichens, zum Beispiel

—3,81—[—3,81] = —3,81 — (—3) = —3,81 + 3 = —0,81.

(e) Die Funktion f(x) =x — 4 - [z/4] ist periodisch.
ty

> 4

|
B
—_
W
8

Hierbei ist zu beachten, daf sich fiir den Ausdruck [z /4] die folgenden Werte

ergeben:
0 fur 0<xr<4
A 1 fur 4<xr<8
M— —1 fir —-4<2<0
U.8.W.

(f) Der Teil des Graphen von ¢(z), der im Intervall 0 < z < 4 liegt, wiederholt
sich beim Graphen von ¢(z — 4 - [x/4]) periodisch mit der Periode 4.
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