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Funktionen 6

e Beispiele: Der Grenzwertbegriff anhand dreier Funktionen,

— Normalparabel,
— Funktion mit Sprungstelle,

— y(x) =0 fir <0 und y(x) = sin(1/x) fir x > 0.

e Definition

Die Funktion f sei definiert auf einer Umgebung (¢, a) U (a,b) von a. Wir
sagen, dal f im Punkt a den Grenzwert g hat, wenn lim,, .. f(z,) = ¢
fiir alle Folgen (x,) mit z, — a (n — 00) und z, € (¢,a) U (a,b) gilt.

Schreibweise: lim f(z) = g.
e Beispiele (s.o0.)

e Definition (Rechtsseitiger Grenzwert)

Die Funktion f mit (a,b) C D(f) hat in a den rechtsseitigen Grenz-
wert g, wenn lim,, ., f(x,) = g fiir alle Folgen (z,,) mit x,, — a (n — o0)
und z,, € (a,b) gilt.

Schreibweise: li{n f(z) =g oder lin}rof(a:) =g.

e Anmerkung: Linksseitiger Grenzwert analog.

e Anmerkung: Wenn sowohl der rechtsseitige als auch der linksseitige Grenz-
wert existiert, und beide Werte stimmen iiberein,

lim f(z)=g= lim f(a),

z—a+0 r—a—0

dann existiert der Grenzwert

lim f(z) =g.

e Beispiele (s.0.)

e Beispiel: Diskussion der verschiedenen moglichen Fille anhand der Skizze
einer Funktion.
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e Anmerkung (uneigentliche Grenzwerte):

(a) Ist fiir alle Folgen (z,) mit =, — a (n — oo) die Folge (f(x,)) be-
stimmt divergent, schreibt man

lim f(z) = o0 bzw. lim f(z) = —o0.

r—a r—a
Entsprechend bei rechts- bzw. linksseitiger Annéherung.

(b) Ist f definiert auf (a,00) und gilt f(x,) — g (n — oo) fiir jede be-
stimmt divergente Folge (x,) (also x, — 0o (n — 0)), dann Schreib-
weise

lim f(x)=g.

Entsprechend fiir x — —o0.
Diese Schreibweise wird auch im Falle g = +00 verwendet.

e Beispiele

e Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es sei lim f(z) = g und lim o(x) = . Dann gilt:

(a) imk- f(x)=k-g (k konstant),

r—a

(b) Im[f(z) + ¢(z)] = g £,

r—a

(c) Lm[f(z)-w(x)] =g,

r—a

(d) i@}l%_z, falls  # 0,

(e) lim {/7(x) = /3.

(f) lim[f(z)]" = g".

r—a

Analog fiir x — oo und * — —o0.
(ohne Bew.)

e Beispiele

e Definition (Stetigkeit)
Die Funktion f heiit stetig an der Stelle a € D(f), wenn

lim f(z) = f(a)

r—a

gilt. f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt von D(f) stetig ist.
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Anmerkung: Wir haben Stetigkeit in a, wenn

1. die Funktion in a definiert ist,
2. der Grenzwert in a existiert,

3. der Grenzwert gleich dem Funktionswert ist.
Skizze

Anmerkung: Anschaulich ist eine Funktion stetig, wenn ihr Graph ,,in einem
Zug" (,ohne abzusetzen“) gezeichnet werden kann.

Anmerkung: Die Eigenschaft der Stetigkeit sorgt dafiir, dafl eine Funkti-
onskurve sich nicht mehr beliebig éndern darf. Uneingeschréankte ,,Spriinge*
sind nicht mehr erlaubt. Aber auch bei stetigen Funktionen kann der Graph
,Ecken* enthalten, also Stellen, an denen keine Steigungswerte sinnvoll
definiert werden konnen. Soll der Graph aber in jedem seiner Punkte —
anschaulich gesprochen — eine , Steigung“ besitzen, will man also noch
groffere Regelméfligkeit haben, ist eine stiarkere Forderung nétig: die Diffe-
renzierbarkeit.



