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Prof. Dr. H.-R. Metz letzte Änderung: 29. November 2006, 1148 Minuten

Funktionen 5

• Definition

Es sei b > 0 und b 6= 1. Die Umkehrfunktion zu y = bx heißt Logarith-
mus zur Basis b, geschrieben f(x) = logb x. Der Definitionbereich ist die
Menge der positiven reellen Zahlen, D(f) = (0,∞).

Die Umkehrfunktion zur e-Funktion wird als natürlicher Logarithmus
bezeichnet und f(x) = loge x = ln x geschrieben.

• Anmerkung: Für Logarithmen gelten die folgenden Rechenregeln, wobei
b > 0 und b 6= 1 sowie x, x1, x2 > 0 und r ∈ IR sei.

logb(x1 · x2) = logb x1 + logb x2

logb

(
x1

x2

)
= logb x1 − logb x2

logb(x
r) = r logb x

Ferner ist logb 1 = 0 und logb b = 1 sowie blogb x = x und logb bx = x.

• Anmerkung: Besonders oft wird die Beziehung

xr = eln(xr) = er·ln x

verwendet, die für x > 0 und r ∈ IR gilt.

• Definition

Wir definieren die Winkelfunktionen (auch trigonometrische Funk-
tionen genannt) Sinus, Cosinus und Tangens geometrisch am Einheitskreis.

• Skizze

• Gradmaß und Bogenmaß.

• Anmerkung: Es ist sin(30◦) = 1/2 sowie sin(45◦) =
√

2/2 und sin(60◦) =√
3/2. Durch Symmetrieüberlegungen kann man dies auf andere Winkel

und auf die Cosinusfunktion übertragen.
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• Satz

Für beliebige x ∈ IR gilt

sin2 x + cos2 x = 1.

Für alle x ∈ IR mit cos x 6= 0 gilt

tan x =
sin x

cos x
.

• Satz (Eigenschaften der Winkelfunktionen)

(a) Periodizität

sin(x + 2π) = sin x für alle x ∈ IR (2π-periodisch)

cos(x + 2π) = cos x für alle x ∈ IR (2π-periodisch)

tan(x + π) = tan x für alle x ∈ IR \ {x| cos x = 0} (π-periodisch)

(b) Symmetrie

sin(−x) = − sin x

cos(−x) = cos x

tan(−x) = − tan x

(c) Nullstellen

sin(xn) = 0 ⇔ xn = nπ (n ∈ ZZ)

cos(xn) = 0 ⇔ xn = π
2

+ nπ (n ∈ ZZ)

tan(xn) = 0 ⇔ sin(xn) = 0

(d) Pole

tan(xn) = ±∞ ⇔ cos(xn) = 0

• Satz (Additionstheoreme der Winkelfunktionen)

Es gilt

sin(α± β) = sin(α) cos(β)± cos(α) sin(β)

cos(α± β) = cos(α) cos(β)∓ sin(α) sin(β).
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