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Aufgabe 1

Welche der folgenden Relationen R auf der Menge der Menschen ist reflexiv,

symmetrisch, antisymmetrisch, asymmetrisch oder transitiv? Es sei (z,y) € R

genau dann, wenn

(a) z ist groBer als y,

(b)  und y wurden am selben Tag geboren,

(c) x hat denselben Vornamen wie y,
)

(d) z und y haben eine gemeinsame Gromutter.

Losung: Von den Relationen sind
e reflexiv: (b), (c), (d),
e symmetrisch: (b), (¢), (d),
e antisymmetrisch: (a),
e asymmetrisch: (a),
e transitiv: (a), (b), unklar bei (c).

Ob die Relation (c) transitiv ist, kann nicht klar gesagt werden, da es bei mehre-
ren Vornamen einen Spielraum bei der Interpretation gibt. Sollen alle einzelnen
Vornamen zusammen als ein ,, Gesamtvorname® interpretiert werden?

Aufgabe 2

Welche der folgenden Relationen auf der Menge {1,2,3,4} ist reflexiv, symme-
trisch, antisymmetrisch, asymmetrisch oder transitiv? Schreiben Sie die Bool-
schen Matrizen der Relationen auf, und zeichnen Sie die gerichteten Graphen.

(a) Ry = {(27 2>’ (27 3)7 (27 4)7 (3’ 2)7 (37 3)7 (37 4>}
(b) Ry ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3), (4, 4)}

(C) R3 = {(2a 4)7 (47 2)}
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(d) Ry = {(17 2)? (273)7 (374)}
( ) Rs = {(L 1)7 (27 2)7 (3’ 3)a (474)}
(f) Re ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}

¢}

Losung;:

(a) Die Relation ist: nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht antisymmetrisch,
nicht asymmetrisch, transitiv.
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(b) Die Relation ist: reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht asym-

metrisch, transitiv.
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(c) Die Relation ist: nicht reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht
asymmetrisch, nicht transitiv (Schlingen bei 2 und 4 fehlen).

1 2 3 4 1 2
110 0 0 O
2/0 0 0 1
310 0 0 0
410 1 0 O 3 4

(d) Die Relation ist: nicht reflexiv, nicht symmetrisch, antisymmetrisch, asym-
metrisch, nicht transitiv.

o OO O
S OO =N
O O = OoOlWw
S = O O

=~ O N =



(e) Die Relation ist: reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, nicht asymme-
trisch, transitiv. Wie uns dieses Beispiel zeigt, schliefen sich Symmetrie
und Antisymmetrie nicht gegenseitig aus!

1 2 3 4 o 2
100 0
210 1 0 0
310 0 1 0
410 0 0 1 OF 1)

(f) Die Relation ist: nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht antisymmetrisch,
nicht asymmetrisch, nicht transitiv (2 R3 und 3 R 1, aber nicht 2 R 1).

1 2 3 4 1 2
110 0 1 1
X
311 0 0 1
410 0 0 O 33— 4

Aufgabe 3

In der Vorlesung wurde hergeleitet, daf es auf einer endlichen Menge mit n Ele-
menten genau 2"* voneinander verschiedene Relationen gibt.

(a) Andern Sie die den Beweis ab, und finden Sie heraus, wieviele reflexive
und wieviele symmetrische Relationen auf einer Menge mit n Elementen
existieren.

(b) Wieviel Prozent aller Relationen auf einer Menge mit n Elementen sind
reflexiv? Wie grof§ ist der Prozentsatz fiir n = 1, 2, 3 und 47 Wie grof} ist
er ungefahr, wenn n = 100 ist?

Loésung;:

(a) Bei einer reflexiven Relation sind alle Elemente auf der Hauptdiagonalen der
zugehorigen Boolschen Matrix gleich 1. Fiir die restlichen n? — n Elemente
gibt es keine Beschréankungen, jedes kann 0 oder 1 sein. Also gibt es

2.2.....2 =o'
—_—
n? — n Faktoren

verschiedene Moglichkeiten fiir die Boolsche Matrix, d.h. es gibt

2

277, —n



reflexive Relationen.

Bei einer symmetrischen Relation sind alle Elemente der Hauptdiagonalen
und alle Elemente oberhalb (oder unterhalb) frei wéhlbar; die Symmetrie
legt dann zwingend die Werte unterhalb (bzw. oberhalb) fest. Die Anzahl
der frei wahlbaren Elemente ist

_2n4n*—n _ n+n? n(n+1)

2
_ 9 — —
n+ (n“—n)/ 5 5 5
Dabei ist
n : die Anzahl der Hauptdiagonalelemente,
n? —n : die Anzahl aller Matrixelemente mit Ausnahme der

Hauptdiagonalelemente,
(n* —n)/2 : die Anzahl aller Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen.

Man beachte, dafl n(n + 1)/2 immer eine ganze Zahl ist, entweder n oder
n + 1 ist gerade.

Also gibt es
2-2....-2 — gn(n+1)/2
————

n(n + 1)/2 Faktoren

symmetrische Relationen.

Bei einer Menge mit n Elementen verhélt sich die Anzahl reflexiver Rela-
tionen zur Anzahl aller Relationen wie
27’[,2—1’1 277,2 . 2—1’1

2n? 2n? on

Also sind .
o 100%

aller Relationen reflexiv.

Fiir die speziellen Werte von n ergibt sich

n=1 : 50%
n=2 : 25%
12,5%

n=4 : 6,25%

o LNY -8\ -30 ~28 g
n =100 : 2100=<210> ~ (107%) 7 =107 = 107 %.
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