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Graphen 2
Eckenfarbung

e Beispiel: Modellierung eines Planungsproblems mit einem Graphen.

e Definition

Die kleinste Anzahl an Farben, die eine Eckenfidrbung des Graphen G derge-
stalt ermoglicht, dafl zwei benachbarte Ecken stets unterschiedliche Farben
haben, heifit die chromatische Zahl x(G) des Graphen (engl.: chromatic
number).

e Beispiel

e Anmerkung: Der konkurrierende Zugriff auf eine Ressource kann mit Ecken-
farbung modelliert werden. Dabei sind

— Ecken: Akteure;

— Kanten: Verbindungen zwischen denjenigen Akteuren, die beim Zugriff
auf die Ressource in Konkurrenz zueinander treten;

— X(G): die Anzahl an Kopien, die von der Ressource mindestens vor-
handen sein miissen, um alle Akteure zufriedenzustellen.

e Beispiele

e Anmerkung: Die Berechnung der chromatischen Zahl x(G) (bzw. eine
Eckenfarbung mit x(G) Farben) erfordert bei einem Graphen mit vielen
Ecken im allgemeinen sehr viel Rechenzeit und ist praktisch nicht durch-
fithrbar. Ein Ausweg ist, nicht die minimale Anzahl an Farben anzustreben,
sondern eine ,,méglichst geringe® Zahl.

e Algorithmus zur Eckenfirbung

(a) Nichtrekursiv formuliert.

— Ecken in (beliebiger) Reihenfolge anordnen.

— Eine Ecke nach der anderen farben; neue Farbe nur wenn notwen-
dig.
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(b) Rekursiv formuliert.

— Ecke v auswihlen; v und inzidente Kanten aus Graph entfernen.
— Falls Eckenmenge nicht leer, rekursiv weiter.

— Ecke v wieder zum Graphen hinzufiigen; einfarben, wobei Farbe
unterschiedlich zu den Nachbarecken; neue Farbe falls notwendig.

Satz

Der Algorithmus farbt einen Graphen mit hochstens p 4+ 1 Farben, wobei p
der maximale Eckengrad des Graphen ist.

Beispiele
Beweis

Definition

Ein Graph heifit planar (oder pldttbar), wenn er so in der Ebene gezeich-
net werden kann, dafl die Kanten sich nicht iiberschneiden.

Beispiele
Eckenfiarbung und Landkarten.

Satz (Vierfarbensatz)

Zu jedem planaren Graphen gibt es eine Eckenfarbung mit hochstens vier
Farben.

(Ohne Beweis.)
Anmerkung:

(a) D.h. fiir jeden planaren Graphen G ist x(G) < 4.
(b) Weniger als vier geht nicht, z.B. x(K,) = 4.

Definition
Ein Graph G, dessen chromatische Zahl x(G) < 2 ist, heiit ein bipartiter
Graph.

Anmerkung: Die Eckenmenge eines bipartiten Graphen zerfillt derart in
zwei disjunkte Teilmengen, dafl jede Kante des Graphen eine Ecke aus der
einen Menge mit einer Ecke aus der anderen Menge verbindet.

Beispiele



