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Aufgabe 1

Schreiben Sie die Verkniipfungstabellen der additiven Gruppen Zs, Zs und Z,
auf.

Losung;:

e Verkniipfungstabelle der additiven Gruppe Z;

DO | O | W W
W N = | O = =

©of[1][2]3[4]5]
0J0]1]2]3]4]5
1123450
2 2(3/4(5]0]1
303 (4]5(0]1]2
145 l0(1]2]3
505(0/1(2(3 4

e Verkniipfungstabelle der additiven Gruppe Z;

©of1[2]3[4[5]6]
00123456
1 1(2(3]4(5(6]0
2 2(314(5]6/0]1
303 [4]5(6]0]|1]2
1 4[5(6(0]1]2]3
515(6/0(1]2]3 4
66(0(1]2]3/4]5
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Aufgabe 2

Die Menge Z,, = {0,1,2,...,n — 1} bildet mit der Addition modulo n fiir jedes
n € IN eine Gruppe. Wie verhilt es sich bei der Multiplikation modulo n?

Schreiben Sie fiir n = 3, 4 und 5 die Verkniipfungstabellen von Z, \ {0}
beziiglich der Multiplikation modulo n auf. In welchen Féllen liegt eine Gruppe
vor?

Losung;:

e Verkniipfungstabelle von Z3 \ {0}

of1]2]

1
1
2

NN

1
2

Dies ist eine Gruppe. Man sieht sofort die Isomorphie zur multiplikativen
Gruppe der zweiten Einheitswurzeln mit den Elementen 1 und —1.

e Verkniipfungstabelle von Z, \ {0}

| 1]2]3]

O]
1
2
3

N O DN DN
=N WLl W

1
1
2
3

Da das Element 0 vorkommt, haben wir keine Verkniipfungsabgeschlossen-
heit und also auch keine Gruppe.

e Verkniipfungstabelle von Z; \ {0}

of1]2(3]4]
112|314
2 2413
33142
14321

Ist dies eine Gruppe?

Falls (Z5 \ {0}, ®) eine Gruppe ist, muf sie isomorph zu (Z4, @) sein, da es nur
zwei Gruppen der Ordnung 4 gibt, und da bei der anderen Gruppe der Ordnung 4
(der Kleinschen Vierergruppe) alle Elemente autoinvers sind.

Wir schreiben (Z4, ®) auf und daneben (Z5 \ {0}, ®), wobei die Elemente in
einer Reihenfolge stehen, die eine Isomorphie erkennen lassen.
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elof1]2]3] oft]2]4]3]
0J0[1]2]3 1[1]2]4]3
1 1(2[3]0 2 [2[4]3]1
2 2301 14312
303012 3031 2/4

Die beiden Tabellen haben die gleiche Struktur, wie man zum Beispiel erkennen
kann, wenn man ein Element nach dem anderen betrachtet. Dies verdeutlicht
auch sehr anschaulich, was ,,Isomorphismus® bedeutet: der Unterschied zwischen
den beiden Tabellen kommt nur durch eine unterschiedliche Bezeichnung der
Elemente zustande. Das ,, Wesentliche“ (ndmlich die Struktur) stimmt iiberein.

oo | | | oft] | | |
00 11
0 1
0 1
0 1
o [1] | | of [2] | |
1 2
11 2 [ 2
1 2
1 2
o | [2] | of | [4] |
2 4
2 1
2 2 44
2 4
o | | [3] of [ | [3]
3 3
3 3
3 3
33 33

Wir haben also zwei isomorphe Gruppen vorliegen. Ein Isomorphismus entspre-
chend den obigen Tabellen ist

>

—>

N = O
N

—>

3 «— 3

Als Endergebnis konnen wir festhalten: (Z5 \ {0}, ®) ist eine Gruppe.



Aufgabe 3
Welche der folgenden Verkniipfungstabellen stellt eine Gruppe dar?

[ elalb]c] [1[2]3]4]
ellelal|b]|c 11213141
alalelalb (b) 21314]1/2
bl blalelc 3114|1123
clleclblcle 41112134
| o] 1]-1][2]-2]
0 1-112| -2
1 1 2 03] -1
-1 —1 0| —-2|1] -3
2 2 3 114 0
2| -2|-1|-3(0]| —4

Losung;:

(a)

Keine Gruppe.

Bei einer Gruppe darf in keiner Zeile ein Element mehrfach vorkommen.
Ebenso darf in keiner Spalte ein Element mehrfach auftreten. (Dies wurde in
der Vorlesung gezeigt; es folgt aus der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung
ax =bbzw. za =b.)

Hier kommt zum Beispiel in der zweiten Zeile das Element a zweimal vor.

In der Vorlesung wurde gezeigt: Es gibt zwei Gruppen der Ordnung 4, die
Kleinsche Vierergruppe und die Gruppe der vierten Einheitswurzeln.

Falls wir eine Gruppe vorliegen haben, mufl sie isomorph zu einer dieser
beiden Gruppen sein. Die Kleinsche Vierergruppe kommt nicht in Frage,
da diese auf der Hauptdiagonalen viermal das selbe Element (ndmlich das
neutrale Element) hat; anders ausgedriickt, alle Elemente der Kleinschen
Vierergruppe sind autoinvers.

Haben wir also Isomorphie zur Gruppe der vierten Einheitswurzeln?

a S )
1 1] i|-1] —
A
=1 —i| 1]
—i|[ =i 1] |1




Wir schreiben die Elemente der vorgegebenen Verkniipfungstabelle in an-
derer Reihenfolge; offenbar ist 4 das neutrale Element.

Wenn Isomorphie vorliegt, dann sollte 4 an den selben Stellen auf der Dia-
gonalen stehen, wie die 1 bei der Gruppe der Einheitswurzeln, d.h. die
Abbildung

1 Einheitswurzeln ¢ > 4

_1Einheitswurzeln — 2

sollte gelten. Damit erhalten wir einen Teil der umgeschriebenen Tabelle.

(4] 2] |
14 |2
2 14

Beim weiteren Ausfiillen der Tabelle gibt es zwei Moglichkeiten.

e Erste Moglichkeit.

[4]1]2]3]
1J4[1]2]3
11]2]3]4
22341
33412

Offensichtlich haben wir Isomorphie mit der Gruppe der vierten Ein-
heitswurzeln und den Isomorphismus

1 Einheitswurzeln < 4
U Einheitswurzeln < 1
-1 Einheitswurzeln < 2
—1 Einheitswurzeln < 3.
o Zweite Moglichkeit.
|4]3]2]1]
41413121
313214
2012143
111432

Auch hier haben wir Isomorphie mit der Gruppe der vierten Einheits-
wurzeln; der Isomorphismus ist in diesem Fall



1 Einheitswurzeln < 4
i Einheitswurzeln < 3
—1 Einheitswurzeln < 2
—1 Einheitswurzeln <7 1

Die vorgegebene Tabelle stellt also eine Gruppe dar, die isomorph zur Grup-
pe der vierten Einheitswurzeln ist. Zusétzlich haben wir gesehen, daf3 es bei
diesem Beispiel zwei verschiedene Isomorphismen gibt.

(c¢) Keine Gruppe.

Bei der Verkniipfung entstehen die Elemente 3 und —3 sowie 4, die nicht
zu den Ausgangselementen gehoren. Also liegt keine Abgeschlossenheit be-
ziiglich der Verkniipfung vor.

Aufgabe 4

Zeigen Sie, daf die Menge {z € €] 2® = 1} mit der iiblichen Multiplikation in C
eine abelsche Gruppe bildet. Bestimmen Sie alle Untergruppen und skizzieren Sie
das Ergebnis auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene.

Losung: Wir haben

{zeC|2® =1} = {*F

k=0,1,...,7}
zu untersuchen.

(V) Verkniipfungsabgeschlossenheit.

> o s o o o ; o
6145 m 6145 n __ 61,45 (m+n) _ 6Z45 ((m4n) mod 8)

(A) Assoziativitét.
Erste Begriindung: Die Multiplikation komplexer Zahlen ist assoziativ.

Zweite Begriindung:

- o ; o ; o - o
el 45 k’ez 45 m i 45°n __ el 45° ((k+m+n) mod 8)

unabhéngig von der Klammerung.

(N) Neutrales Element.
Offensichtlich ist 1 das neutrale Element.



(I) Inverse Elemente.

Zu jedem Element existiert wegen

T s Aro(Q_
6145 kez45 (8—k) _ 1

ein inverses Element.

(K) Kommutativitat.
Erste Begriindung: Die Multiplikation komplexer Zahlen ist kommutativ.

Zweite Begriindung;:

> o : o N o] N o N e} , o
6145 mez45 no_ 6145 (m+n) _ 6145 (nt+m) _ 6245 n€z45 m.

Die Untergruppen sind ({1}, - ), ({1,—1}, - ) und ({1,4,—1,—i}, - ) sowie
die Gruppe selbst. Daf} jeweils die Gruppeneigenschaften erfiillt sind, ist leicht zu
sehen. Ebenso kann man schnell nachpriifen, dafl es keine anderen Untergruppen
gibt.

Man kann allgemein zeigen (in der Vorlesung wurde dies nicht hergeleitet),
dafl die Ordnung einer Untergruppe die Gruppenordnung teilen muf.

Aufgabe 5

Handelt es sich bei der algebraischen Struktur, die durch die folgende Ver-
kniipfungstabelle definiert wird, um eine Gruppe?

efalblc|d]
ellelalblc|d
allale|lc|d]|b
blbld|le|al|c
clelbld|el|a
dild|clalbl|e

Falls ja, muf} sie isomorph zu Z5 sein, der einzigen Gruppe der Ordnung 5. Ge-
ben Sie in diesem Fall den Isomorphismus an. Falls nein, begriinden Sie mit der
Tabelle, welche Gruppeneigenschaft verletzt ist.

Losung: Die gegebene Struktur kann nicht isomorph zur Z; sein, da die Elemente
der Zs nicht sdmtlich autoinvers sind. Auflerdem ist die vorgegebene Struktur
nicht abelsch, aber die Z5 ist abelsch.

Also: welche der Bedingungen (V), (A), (N), (I) ist verletzt?

Die Bedingungen (V), (N) und (I) sind erfiillt, wie man unmittelbar an der
Tabelle erkennen kann. Es kann nur (A) verletzt sein. Da die Struktur keine
Gruppe sein kann (sonst wire es die Zs), muf8 (A) verletzt sein.



Wir suchen also in der Tabelle nach x, y und z so, dafl

(xxy)*z#x*(yx*2).
Wir finden zum Beispiel

(axb)xd = cxd=a,
ax(bxd) = axc=d.

Aufgabe 6

Es sei R”? = {z € R |z > 0}. Sowohl (IR, +) als auch (IR*’, ") ist eine abelsche
Gruppe. (Weisen Sie nach, daf alle Eigenschaften einer abelschen Gruppe erfiillt
sind.)

Zeigen Sie, daf die Gruppen isomorph sind. (Hinweis: Es muf ein Isomorphis-
mus angegeben werden. Stellen Sie dazu eine der beiden Mengen auf der z—Achse
und die andere auf der y—Achse eines Koordinatensystems dar, und iiberlegen
Sie, welche Funktion die Forderungen erfiillt, die an einen Isomorphismus gestellt
werden.)

Losung;:

e (R, +)
(V) klar; (A) klar; (N) die 0 ist das neutrale Element; (I) zu a ist —a das
inverse Element; (K) klar.

° (IR>07 )
(V) klar; (A) klar; (N) die 1 ist das neutrale Element; (I) zu a ist 1/a das
inverse Element; (K) klar.

Ein Isomorphismus zwischen den Gruppen (G1, *;) und (Ga, *2) ist eine bijektive
Abbildung
f : G1 — GQ
mit
axb=c < fl(a)* f(b) = [f(c) (1)
Es gibt zwei Moglichkeiten, die Mengen auf den Achsen eines Koordinatensystems
darzustellen, und nachzuweisen, daf§ die beiden Gruppen isomorph sind.

e Erste Moglichkeit.

Wir stellen auf der waagrechten Achse eines Koordinatensystems die Men-
ge IR und auf der senkrechten Achse die Menge IR dar. Gesucht ist dann
eine bijektive Abbildung der waagrechten auf die positive senkrechte Achse,
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wobei die Bedingung (1) erfiillt sein mufl. Die Verkniipfung *; ist jetzt +,
und die Verkniipfung #, ist - . Aus (1) wird dann

atb=c <= f(a)- f(b) = f(c).

Offenbar gilt
at+tb=c = e%.-e’=¢e" =¢

und

e e =e = In (e“ . eb) = In (e°)
= In(e”) +1n (eb = In (e°)
— a+b=c

Da f(r) = € eine bijektive Abbildung von IR nach IR”° ist, sind alle
Bedingungen erfiillt, und f(z) = e” ist ein Isomorphismus zwischen (IR, +)
und (IR™?, ).

o Zweite Moglichkeit.

Umgekehrt wie beim ersten Fall wird auf der waagrechten Achse die Menge
IR~ und auf der senkrechten Achse die Menge IR dargestellt. Mit einer sehr
dhnlichen Argumentation wie im ersten Fall zeigt man, daf f(z) = In(z)
ein Isomorphismus zwischen (IR”°,-) und (IR, +) ist.

Aufgabe 7

In der Vorlesung wurde die Verkniipfungstabelle der Diedergruppe D3 aufgestellt.
Die Gruppe D3 hat die Ordnung 6 und ist nichtkommutativ.

[ G0 [ 01 [0 |on[0s] 05|
do || 0o | 01 | 02 | 01 | 02 | O3
01 || 01 | 02 | 0o | 02 | O3 | O3
0y || 62 | Og | 01 | O3 | 01 | 02
oy | o1 |og|oa| by | 02| O
oy || 02 | 01 | 03| 01 | O | O2
o3 || o3| 02 | 01| 02 | 01 | Jo

Mit Hilfe der Verkniipfungstabelle sollen Berechnungen in der Gruppe D3 durch-
gefithrt werden.

(a) Berechnen Sie of, 03, 0%, 01 6y 01 und (036 01)%
(b) Losen Sie die Gleichungen o3z = 6; und x o3 = 0.

(c) Losen Sie die Gleichung 62 03z 01 09 = d nach x auf.



Losung;:

(a) Es ergeben sich die folgenden Resultate.

0';1 = 0%0%260(50:(50
2
J:f = 0% o1 =000 = 0y
010101 = 0103 =10y
2 2 2
(0'3 (51 0'1) = (0'3 0'2) = (51 = 52

(b) Mit der Tabelle folgt aus o3z = ¢; unmittelbar x = 0. Entsprechend liest
man fiir x 03 = 09 in der Tabelle x = d, ab.

(c¢) Aus der Gleichung

520333010'2:(50

folgt
09 X (52 = (50

und daraus ergibt sich

ZL':0'2_1(5062_1:(72605120'251:01.

Aufgabe 8

Gegeben sind die sechs reellen Funktionen f(x) =
z, 1l—z, 1/, (r—1)/z, 1/(1—2) und z/(z—1).

Zeigen Sie, dafl diese Funktionen mit der Hintereinanderausfiihrung als Ver-
kniipfung eine Gruppe bilden. Stellen Sie dazu eine Verkniipfungstabelle auf.
Ist die Gruppe isomorph zu einer bereits bekannten Gruppe?
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Losung: Zunichst wird die Verkniipfungstabelle aufgeschrieben.

1 z—1 1 T
T —x —
T T l—z|x—1
z—1 1 T
T T 1—2z —
T T l—z|x—1
—1 1 1
l—z2|1—2x T v — v
T T r—1|1—=x
1 X 1 r—1
— — T -z
T T 1—=x z—1 T
r—1]x—1 x 1 1
T T z—1 1—=x T
1 1 1 T r—1 1
— T -
l—z|| 11—z T z—1 T
T T z—1 1
1—=x - T
r—1 || x—1 T l1—=x T

Wird beispielsweise die Funktion (x —1)/x mit der Funktion z/(z — 1) verkniipft,
so entsteht die Funktion

= —1

r—1 —
T T
z—1

—1 11
T 1=
Xz X

8

&
—
K| =

—1—

X

—

8
|

—

8

Eine Gruppe liegt vor, wenn die Eigenschaften (V), (A), (N) und (I) erfiillt sind.

(V) Dafl Verkniipfungsabgeschlossenheit vorliegt, sieht man unmittelbar an der
Tabelle; bei den Verkniipfungen entstehen keine anderen als die Ausgangs-
funktionen.

(A) Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ist assoziativ (siehe Vorle-
sung).

(N) Es existiert ein neutrales Element, ndmlich die Funktion f(x) = x.
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(I) Zu jedem Element existiert ein eindeutiges inverses Element, da in der Ta-
belle in jeder Zeile genau einmal das neutrale Element steht.

Wir haben also eine Gruppe. Da sie nicht kommutativ ist, muf sie isomorph zur
Gruppe Djs sein. (Es gibt zwei Gruppen der Ordnung 6, die kommutative Zg und
die nichtkommutative D3. Die D3 ist isomorph zur Ss.)

Aufgabe 9

In einer Gruppe G gelte 22 = e fiir jedes + € G, wobei e das neutrale Element
sei. Zeigen Sie, da3 G’ dann abelsch ist.

Loésung: Es seien z und y beliebige Elemente aus GG. Dann ist

Ty = yx

Zu zeigen.

Aufgrund der Verkniipfungsabgeschlossenheit ist zy € G. Da jedes Element
aus G autoinvers ist, d.h. mit sich selbst verkniipft das neutrale Element ergibt,
gilt auch fiir das Element xy aus G

(zy)* = zyzy = e.

Hierbei mufl wegen der Assoziativitit nicht geklammert werden. Multiplizieren
wir die Gleichung von links mit x, folgt

z(ryry) = we.

Da e das neutrale Element ist, habe wir auf der rechten Seite ze = x. Aufgrund
der Assoziativitédt ist die Klammerung egal, und wir konnen die linke Seite um-
schreiben, so dafl wir insgesamt

(za)yay = 2

erhalten. Da nun aber jedes Element von G autoinvers ist, wird zz zum neutralen
Element e, und aus

e(yzy) =
folgt sofort
yry = x.
Jetzt multiplizieren wir von links mit y. Aus
y(yzy) = ya
folgt durch Andern der Klammerung, was wegen der Assoziativitét erlaubt ist,

(yy)zy = ya.
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Da y autoinvers ist, gilt yy = e, und aus

e(ry) = yx

folgt unmittelbar
Y =y,

was zu zeigen war.
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