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Kombinatorik
Kombinationen und Binomialkoeflizienten

e Wieviel Ziehungsergebnisse sind beim Lotto (6 aus 49) moglich?

e Definition (Kombination ohne Wiederholung)

Eine Kombination k-ter Ordnung von n Elementen ohne Wieder-
holung ist eine k-elementige Teilmenge einer n-elementigen Menge.

¢(n, k) bezeichne die Anzahl aller solcher Teilmengen.

dm@z(?)

o Wieviele Moglichkeiten gibt es, fiinf Freikarten fiir ein Konzert von Shakira auf
34 Studierende zu verteilen, wenn jeder auch mehrere Freikarten bekommen
darf?

e Satz

e Beweis

e Definition (Kombination mit Wiederholung)

Eine Kombination k-ter Ordnung von n Elementen mit Wiederho-
lung entsteht, wenn k£ Elemente aus einer n-elementigen Menge herausgegrif-
fen werden, wobei die Reihenfolge egal ist, und Wiederholungen erlaubt sind.

c*(n, k) bezeichne die mogliche Anzahl solcher Kombinationen.

e Anmerkung: Eine andere Formulierung ist mit Hilfe des Begriffs der Mehrfach-
menge moglich.
. (n+k=-1\ [ n+k-1
con= (") ()

e Anmerkung: Bei Variationen spielt die Reihenfolge eine Rolle, bei Kombina-
tionen nicht.

e Satz

e Beweis

Alle Félle (Variation oder Kombination, Wiederholung oder keine Wieder-
holung) lassen sich auch mit dem Modell einer Urne, in der duchnumerierte
Kugeln liegen, veranschaulichen. Dabei darf keine Nummer mehrfach vorkom-
men.
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Zieht man Kugeln aus der Urne, kann man die Nummern in der Reihenfolge
der Ziehungen aufschreiben, oder man notiert die Nummern unabhéngig von
der Reihenfolge; z.B. werden die Lottozahlen immer aufsteigend genannt.

Nach der Ziehung einer Kugel, kann man diese wieder in die Urne zuriicklegen,
dann kann sie bei der néchsten Ziehung wieder dran kommen. Oder man 148t
die Kugel drauflen, dann erhélt man bei jeder Ziehung eine andere Zahl.

Wir haben also vier Falle.

Reihenfolge Reihenfolge
beachten ignorieren
Variation Kombination

ohne Zuriicklegen || ohne Wiederholung | ohne Wiederholung

Variation Kombination
mit Zuriicklegen || mit Wiederholung | mit Wiederholung

e Definition (Binomialkoeffizient)

n

Das Symbol ( I

durch

) heifit Binomialkoeffizient (gelesen ,n iiber k), und ist

fir n, k € NU {0} mit n > k definiert.

e Anmerkung

Fiir die Berechnung ist oft folgende Regel vorteilhaft: ( Z ) ist ein Bruch mit
jeweils k Faktoren im Z&ahler und im Nenner, im Z&hler beginnend bei n und

absteigend, im Nenner beginnend bei 1 und aufsteigend.

=(n—k)!
(n) B n-n—1-...-n—ky-...-2-1
k) (n— k) k!
_ n-(n—1)-...-(n—(k—1))
k!

e Beispiele

e Satz (Eigenschaften von Binomialkoeffizienten)

o (1) (2)



’(nﬁl):m
0 (1)=(1)
o (1)+(2)-(21)

e Pascalsches Dreieck.
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e Beweis des Satzes.

e Spezielle binomische Formeln.

(a+b)° = 1

(a+b) = a+b

(a+0)? = a*+2ab+ b

(a+b)? = @ +3a°b+3ab® +1°

(a+0)* = a*+4a®b+ 6a%0* + 4ab® + b*
u.S.W.

Die Koeffizienten der binomischen Formeln entsprechen den Binomialkoeffizi-
enten, wie sie im Pascalschen Dreieck angeordnet sind.

e Satz (Binomische Formel)

(a+b)"

n a"b’ + " a" ot .+ n a' bt + n a’b”
0 1 n—1 n

_ - n n—k 1k

= < 3 )a b
k=0

e Anmerkung: Der Beweis der allgemeinen binomischen Formel erfolgt mit voll-
standiger Induktion nach n.

e Satz

Eine Menge von n Elementen hat 2" Teilmengen.

e Beweis: mit Hilfe einer Summe von Binomialkoeffizienten und der Binomischen
Formel.



