Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

6.2.2 Partielle Integration

Bsp.:
J.x -edx

= Substitution ist nicht mdglich

Verwende Produktregel der Differentialrechnung zur Herleitung

£ Lu00-v00]= 000 v+ V() -u(x) /- (W OOV))

1000001000 ¥ =V ()-u(0)
Integration :
I%(u(x) -V(x))dx — _[u’(x) v(x)dx = Iv’(x) -u(x)dx

=u(x)-v(x)
Somit :

u(x)-v(x) - _[u’(x) -v(x)dx = jv’(x) -u(x)dx

Bsp.(s.0.) :
Ix.exdx

Wabhle x = u(x), e* =Vv'(x)dannv(x) =e* :
= J.x-exdx =X-e" —jl-exdx
=x-e*—-e"+c

d.h. .[x~exdx:x-ex —-e*+c

Zusammenfassung :

Gesucht ist jf(x) dx, wobei f(x) durch die Faktoren u(x) und v'(x) beschreibbar ist.

Falls die Stammfunktion v(x) von v'(x) bekannt ist, kann das Integral wie folgt
umgeformt werden :

j f(x) dx = j V(%) -u(x)dx = u(x) - v(x) - ju'(x) v(x)dx

Falls _[ u'(x) - v(x)dx lésbar, dann ist If(x)dx berechnet.
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Merkregel : Iuv’ =uv-— ju’v

Bsp.:

@)

(2)

©)

(4)

Il'lnxdx:xlnx—_[lxdx=x~lnx—x+c
X

=x(Inx-1)+c
vi=1 V=X

!

1
u=Ilhx u'==
X

2 2 2 2
Ix-lnxdx:X—Inx—jx—-ldx:x—lnx— X +C
2 2 X 2 2.2
X2
v =X V=—
2
u=Inx u ==
X

Ix” e¥dx =7

1 pax

1
vi=e V=—eg
u=x

1 ~ eax
J'x” edx =x" - e —In.xn L. —dx
a a
1 n _
J‘Xn e¥dx = = x" . g™ __J'Xn l'eaXdX
a a
_ 1 . n-1,¢ ..
J‘an_eade:_an_eax_ J'an'eaxdx
a a
USWw.

Isinz xdx = I%(l—cos 2x)dx
= J'%dx—j%cos 2xdx
= $x+¢— [ $cos 2xdx

Berechne : —%jcos 2xdx

Setze u=2x d_u:2 dx:d—u
dx 2
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Icos 2xdx = Icosud—u = J'%du = 1'[cosu du = 1sin u
2 2 2 2
:>——J'0052xdx= ————— sin 2x

()

Bleibt :

:>jsin2 xdx:%(x—%sin 2X)+cC

sz -cosxdx:[x2 -sin x]g —IZx-sinxdx *)
0 0
u=x? u'=2x

!

v '=cosXx V=sinx

_[2x~sin Xdx = 2~Ix-sin Xxdx
Ix-sin xdx :—x-cosx—I1~(—cosx)dx
:—x-cosx+jcosxdx

=—X-COSX+SiNX+C
u=Xx u'=1
V'=sinXx V=-C0SX

*) =[x?-sinx]; —2[- x-cos x+sin x];
=% -sinz—0%-sin0—2[- z-cosz +sinz +0-cos0—sin 0]
=2[-7-(-)]=-2#

6. Integralrechnung

Seite

26



Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

6.2.3 Inteqration gebrochenrationaler Funktion durch Partialbruchzerlegung

J- x +4x+ 2 _9
x> -4
f(x) = ixiz ist unecht gebrochenrational

Somit Zerlegung in Polynom + echt gebrochenr ationale Funktion moglich.
Polynomdiv ision :

(X®+4x+2): (x> -4) =x+ 8X+2
- (x® - 4x)
8X +2

Somit : jwd __[( +i§tijdx=jxdx+_[i);tidx

Integration von Polynom mit Ix”dx = il X" +cC
n-+

d.h.J.xdx :lx2 +cC
2

Anm.: I(a X" +a" X" +axt +a,)dx

= a”jx“dx + a”’lj x"dx + al_[xdx + aojldx

Somit bleibt zu l6sen :

J‘ 8X +2
x? -4
echt gebrochenrational, d.h. Grad Nenner > Grad Zahler

dx =7

"einfachster Fall" einer echt gebrochenr ationalen Funktion :

I dx = A- In‘x+ B|—c d.h.istI6sbar
X+B

Losungsidee : Ruckfihrung auf diesen einfachen Fall

8Xx +2 A A, :
= + A, X, X, sind gesucht!
X2 =4 X—X X—X, A X Xo g
— Partialbruchzerlegung

Falls dies gelingt, dann Problem geldst!
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Bestimmung von A, , A,, X, X, :

A A, Al(x X,)+ A, (X— x) 8x+2

X=X X=X, (X=x%,)-(x—x,) x* -4

Nenner : xz—4=(x—2)-(x+2)¥(x—xl)-(x—x2)
=X =-2,X, =+2

Zahler: A (X=X,)+A(x-X)=AKX-2)+A,(x-(-2)) =
AX—=2A +AX+2A, =Xx-(A +A,)-2A +2A, =8x+2

A+A, =8 ()
2A -2A, =2 (2) Gls. fir A, A,

QA -A =1 A =1+A,

iN() 1+ A +A, =8 < 1+2A =8 < 2A =8-1 < A =~

7 9
|n(2)lA1 1+E:E

Somit Aﬁ% und AZ:%

d.h.ji)z(iidx:jx =

=45-In[x+2|+35-In[x-2|+c

dx +_[—dx

Insgesamt erhalten wir :

3
j%szd ;xz +45Inx+2[+35In)x—2+¢
X —_
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Bsp.: Partialbruchzerlegung

=7

4x® —2x* +1

S ere &
X°—5X+6

GradZahler > GradNenner = Polynomdiv ision

zurPolynomdivision :

5623:21= 267+E
21
—(42)
142
—(126)
163
— (147)
16
(4%° —2%2 +1) 1 (x? —5x + 6) = dx +18 + X 107
X° —5Xx+6
— (4x® —20%? + 24X)
18x% —24x +1
— (18x? —90x +108)
66x —107
3 _ 2 _
Somit : J-4X2—2X+1dx = I4x +18dx +IM
X°—5X+6 X°—5X+6
=fx5+18x+c+j626)(;107dx
5 X°—5x+6
1. Bestimmung der Nullst.von N =x* —5x+6
—(-5)+/25-24 5+41
Xy = = Xy =3 X, =

2 2

66x —107 A B
2. 5 = +
X°=b6x+6 (x-3) (x-2)
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Aufstellen des linearen Gls. zur Berechnung von A und B

Variante 1. Hauptnenner

66x -107 = A(X - 2) + B(x -3) = Ax - 2A + Bx - 3B
< 66x-107=(A+B)x-2A-3B
Koeffizien tenverglei ch ergibt :
(1) 66=A+B
(2) -107=-2A-3B

Ldsung des Gls. :

Q) = A=66-B in(2)ergibt:-107=-2(66-B)-3B
<-107=-132+2B-3B /+132
25=-B= B=-25

Einsetzen liefert : A =66-(-25) =91

Variante 2 : Einsetzen der Nennernull stellen in

66X -107 = A(X - 2) + B(X - 3)

X, =3: 66-3-107=A(3-2)+ B(3-3)
198-107=A- (1)
91=A

X,=2: 66-2-107=A(2-2)+B(2-3)
132 -107 = B(-1)
25=-B
~25=B

Somit erhalten wir :

66x -107 91 25

X2 —-5X+6 X-3 X-2

66X — 107 25
e I L It P
_91. j—dx 25 Xizdx

=91-Injx -3 +¢, - 25-Injx - 2 + ¢,
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X—2
Bsp.: _ =7
=P jx2+2x+l

Nullstellen des Nenners :
X, =1 x, =1 d.h. list doppelte Nst.

X—2 A B .
5 = + <« Hauptnenner ware x +1
X“+2x+1 x+1 x+1
X—2=A(x+1)+B(x+1)=x(A+B)+ A+B
= keineLOsung

=>A+B=1 A A+B=-2
Neuer Ansatz bei mehrfacher Nullstelle (Idee :in ist integrierbart)
X
X—2 A B
= +
X +2x+1  (x+D)?*  (x+1)

=>Xx-2=A+B(x+1)=xB+A+B
=>B=1und A+B=-2=> A+1=-2=> A=-3

Somit :
IZX_Z dx:J' Azdx+j B dx
X+ 2x+1 (x+1) (x+1)
= Azdx+B~In‘x+]4
(x+21)
Bleibt :
I . ;dx=?  u=x+1 N1 o du=dx
(x+1) dx
Al - deZAJ%dUZA'(_—lHC:_—A%
(X+1) u u X+1
Insgesamt :
I 2x—2 dx:_A+B-In‘x+JJ+c
X+ 2x+1 X+1

3X+4
Bsp.: |————— dx="?
ik Ix2—6x+34

Nullstelle desNenners :

_ —(-6)£v36-4-34 6+10i

X
1/2 2 2
\36—-4.34=4/36-136 =4/-100 <« keine reelle Lésung
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Aber es existiert eine Losung im Definition sbereich der komplexen Zahlen :
Nulistellen :

X,=3-5i X,=3+5i wobeii=+/-1 = i-i=-1

(X=%) - (X=X;) = (X=(3=5i)) - (x = (3+5i))
=(Xx—3+5i)-(x—3-5i)
= x? — 3x + 5ix
-3x +9-15i
-5ix  +15i - 25i?
= x? —6X +9-25i% = x> —6Xx+9+25=x>—-6x+34

Ansatz mit A und B wie bisher wirde dazu fihren, dall A und B komplexe

Zahlen waren.

= Falls die Nullstelle des Nenners komplex und einfach (Vielfachheit 1) ist, dann :
Neuer Ansatz :

Idee : If'(X)JFCdx If (X) X + de
' f(x) f(X) f(x)
= In[f ()] +¢,

wobei f(x) vom Grad 2ist! (komplexe + konjugiert komplexe L&sung)

3x—4  3(2x-6)+5
x> —6x+34 x*—-6x+34
f(x)=x"-6x+34

f'(x)=2x-6
Somit ;
J» 3x-4 jS(ZX 6)+5
X2 +6x+34 X —6x+34
[P e[
6x+34 X° —6X+34
3

=. In‘x2 —6x+ 34|+ ¢,
2

Bleibt zu berechnen :

Iz;dx = J‘;zdx = IL X
X —6x+34 (x=3)"+25 (x 3) +2

T
quadr. Ergéanzung (x -3)* = x> —6x+9
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