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A e P!
(X53 +1 u?+1
( jd_uzl < dx=5du
dx 5
=5.= 1 du:1 arctanu +c,
25 5

1 (x
== .arctan
5

_3j
+C,

X = g In‘xz— 6 + 34| + arctan[XT_?’j +c

Insgesamt :
J‘ 3X—4
x? —6x + 34

Bei mehrfach komplexen Nullstellen (Vielfachheit >1) ist das Verfahren fiir mehrfach
reelle Nullstellen und das Verfahren fiir einfach komplexe Nullstellen zu koppeln.

_ I 14x* —51x + 43
x® —7x* +17x -15

Nullstelle des Nenners :
x®—7x*+17x-15=0 ergibt X, =3 X,=2—i X, =2+i

Als Produktdarstellung des Nenners erhdlt man N(x) = (x - 3) - (x> — 4x +5). Der
quadratische Term, der die konjugiert komplexen Nullstellen liefert, wird nicht zerlegt.

Partialbruchzerlegung :
14x* —51x + 43 A N Bx+C

X3 —7x2+17x-15 x-3 x%>—4x+5

Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt
14x* —51x + 43 = A(X* —4x +5) + (Bx + C) - (x - 3).
Koeffizien tenbestimm ung durch Einsetzen beliebiger Werte fir x :
x=3: 16=2A
x=0: 43=5A-3C
x=2: -3=A-2B-C

Folglichist A=8,B=6,C=-1
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Integration :
2 —
I 314x 251x+43 dx:8j dx +I 26x 1 dx —
X® —7x°+17x-15 X—=3 *X°—-4x+5
:8J' dx +J'3(22X—4)+11dxz
X—-3 X° —4Xx+5
=8| ox +3 x4 dx+11jd—X2=
x-3 X°—4x+5 (x-=2)"+1

=8Inx -3+ 3In‘x2 —4x + 5‘ +1larctan(x —2) + C

Zusammenfassung : Integration durch Partialbruchzerlegung

Gegeben sei die gebrochenr ationale Fkt. : f(x)
Gesucht ist : j f(x) dx

Falls f(x) unecht gebrochenr ational, dann Zerlegung per Polynomdiv ision in :

e+ 20
1 = 0O+ s

mit p(x) als Polynom und r(x) = % echt gebrochenr ational.
X
_[ p(X)dx ist lésbar.

_[ —SEX)) dx tiber Partialbruchzerlegung berechnen.
X
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Z(X)

N(X)

1. Bestimmung aller reellen Nullstellen von N(x)
einschliel3 lich der Vielfachhe it
Nullst. = X, X,,..X,,

Partialbruchzerlegung von r(x) =

Z(x) a, a
N(X)  (X-X,) X-X,  X-X

Z(x) _
N(X)

a4 -(X—XZ)-(X—X3)-(X—Xn)+a2(X—Xl)-(X—X3)-(Xl _Xn)"+an(x_x2)"(x_xn)
(X=X1) - (X =Xp)...(X = X;)

Hauptnenner ergibt :

= lineares Gleichungs system fura,, a,, ...a,
Losung dieses Gls. ergibt gesuchte Partialbruchzerlegung.

(Alternative : Einsetzen z.B.der Nennernullstellen x ,, X, ,...x ,oder bel. Werte
liefert ebenfalls das obige lin. Gls.)

1
X=X,

Damit - [(x) dx = [ p(x)dx+a, | dx+a, [

X, X — X,

dx+...+an_[ dx

X —

mitI ! dx:ln‘x—xi|+c ist die Losung gefunden.
X=X

Falls x, Nullstelle mit Vielfachheit k >1 Dann Ansatz :
Z(x) _ 8, Ay a,
= - et
N(X)  (x-Xo)"  (X-X,) (x-Xo)

: +"weitere Nullstellen"

Falls die Nullstelle des Nenners komplex und einfach (Vielfachheit 1) ist, dann :
Neuer Ansatz :
If(X)Jerx:j 00 dx + de
f(x) f(x) f(x)

= In[f ()] +¢,

wobei f(x) vom Grad 2ist! (komplexe + konjugiert komplexe L&sung)

Bei komplexen Nullstellen mit Vielfachheit >1sind die Verfahren fiir reelle Nullstellen mit
Vielfachhe it >1und fiir komplexe einfache Nullstellen zu verbinden.
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6.3 Uneigentliche Integrale

6.3.1 Unbeschranktes Integrationsinterval

= Integrale, bei denen
- das Integrationsinterval | unbeschrankt oder
- das Integral unbeschrankt ist

Bsp.: Eine Masse m soll von der Erdoberflache ins " Unendliche " gebracht werden.
Welche Arbeit ist erforderlich?

r=oo
m, - M
m F=y.—X E
.0 r 4 r?
2
y =66,7-101 N
kg
M. =5,98-10%kg
Erde r, = 6300km

a) Bewegung inden Abstand r

Arbeit : W = J' F(r)dr = I%r
fo o r

et 1
:y~mk-MEjr—2dr:y-mk-ME{—F}

fo

1 1 1 1
=v-m -M [ =y-m -M._ | ——=
YoMy E{ r ( roJJ Y1y E (ro rj
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b) r=ow
T - : 11
IF(r)dr = Ilmj' F(r)dr=limy-m, -M_ -(——_j
) I'—)OOrO = ro r
1
:'Y mk . ME —
r0
2
66,710 N 598.10% kg -
kg 6300 km
66,7-598 107" -10* Nm?®
- ' 3 L2 -kg-m,
6300 10 kg?-m
:w.lolo Nm My
6300 kg

Zusammenfassung : Berechnung von jf(x)dx

1. Berechne zunachst

A
1(2) = [ f()dx  (4>a)
2. Falls I(4) fur alle A > a existiert, betrachten wir den Grenzwert von I(4) fir A —» «
falls dieser Grenzwert existiert, ist der Ausdruck j f(x)dx wie folgt definiert :
) A
!f(x)dx = lim 1(2) = m! f (x)dx

Das uneigentli che Integral I f(x)dx nennt man in diesem Fall konvergent .

a

Falls der Grenzwert nicht existiert ist das uneigentli che Integral divergent.

In analoger Weise wird das Integral J.f(x)dx definiert :
j f(x)dx = lim 1(4) = lim j f (x)dx
~0 A

Fur das uneigentli che Integral If(x)dx ergibt sich :

Tf(x)dx = if(x)dx +T> f (x)dx
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Bsp.:

%dx:?
1l+x

Voruberlegungen :

f(x) = 1 ! > Polstelle : keine da (1+ x?)>0 f(X)iststetig
+ X

lim >=0

x-e ] 4 X

lim - =0 = X — Achse ist fiir X — +oo Asymptote

X—>—00 — X

Funktionsskizze :

v

+00 1 0 l +00 1
.[ dx:j1+X2 dx+£1+X2 dx

—00 —00

:Z-I L dx  daf(x)symmetrisch zur y — Achse ist.
1+ x?

+00 A
dx = lim dx = lim[arctan x|:
'([1+ x? Amor 14+ X2 Xaw[ ]O
] I1
=limarctanA = —
A—00 2
Somit ;
+00 1 H
I sO0x=2.-—=TI
1+ X
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6.3.2. Unbeschrankter Integrand

Bsp. :
F( =1
X

01
Frage : I—dx =7
5 X
f (x) ist im Intervall (0,1] nicht beschrénkt.

1 1
Ansatz : stattj betrachten wir : j mit 0 < A <1und bilden anschlieBend den Grenzwert.
0 A

1
1
!;dx = [In‘x |]1A =1l - In[A|=0-Inx
01
lim|=dx=lim(-=Ini)="?
}\AO}L X A—0
Sei  A=e=-In(e™)=50
Allg.: A, =e"=-In(e™")=n
:>Iking(—ln A) =+

1

d.h. j Lax  existiert nicht!
X
0

= Bei der Integration muf} man auf Polstellen (Nennerfkt . = 0) achten!

Zusammenfassung falls die Fkt. f(x) fur x — x,nichtbeschréankt ist, dann wird

b
das Integral j f(x)dx wie folgt untersucht :

b
1) Berechne (1) = [f(x)dx X, <i<b
A

2) Falls (1) fur alle A und x, <A < b existiert, betrachte Grenzwert Jim I(})

—>Xp

b
Falls dieser Grenzwert existiert, dann ist If(x)dx = lim I(\) andernfall s existiert
X—>Xg

Xo

b
[ £ (x)dx nicht

Xo
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Bsp.:

®

liml(1) = Ilm(/l1 +1j = 400

A0

1
1 .. .
= j—z dx exisiert nicht!
X

Alternativer Losungsweg :

Betrachte : f, (1) = —f (x)_i

Bekannt : _[— dx existiert nicht
X

Fir0<x<1gilt x> <x < 1sl2 SN 1<i2
X X X
1 1
Somit : j—z j dx — +o0
0
1
(2) j T x =7 unbeschrankter Integrand
0
1 1 N .
1(2) = j-dx:j k= [xctax=[e o]
i X? 2

—

= 2-12—2-12):2—2\/7
Iiml(/l):liirr(l)Z—Z\/z:Z

Somit : J'—dx 2
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=1
(3) Ist > —- konvergent ?
n=1
-1 1 1 1
R A
Funktion : f(n) =—
1
f(x)=—
X

/

o

Betrachte Erweiterung f(x) = iz firx e Rvon f(n) = —
X n

Anschaulich erkennt man :

iiz 1+T dx = |im [1+(__j]l 1 [ 1j:2

n=1 n 1 n—>ow

H

1.
= Z;‘n_z ist konvergent .
n

=
@ Iw(x +1)2dx -

U=x+1 dx=du

Iidu_llm uzdu_llm[—u e _Iim(———lj_llm—2=0
u r—o r—oo r—oo r r o

—00 -r

Aber f(x):(le)2>0 = [f()dx>0,daax>0 =72

Grund : Man darf nicht tber Polstellen (fir x =-1wird der Nenner 0!) integrieren!
+00 1 -1 1 +00
——dx=|———dx+ | ———
_;[(x+1)2 J;}(x+1)2 J-l(x+1)2
\2 2 \2

exist.nicht! <==  exist. nicht exist. nicht
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1
5 —dx="?
(5) j ;
i1 f 1,17 1
I(ﬁ):j—3dx:jx‘3dx=[——x‘2} =—Z17
1X 1 2 1 2
1 1 1
limI (A _Ilm - ==
Ao “) [2 2)3) 2
Somit ; J‘isdx:1
1 X 2
1
Iiadx:’?
o X
1.Fall =1
t1
j—dx exist. nicht
5 X
Sei a#1
t1
[—-dx istuneigentliches Integral
X
0
1 X—a+1 1
(A —dx=|x“%dx=
- oo 2]
1—a+l l—oﬁl
=—oz+l_—05+1
2Fall a>1=-a+1<0
—-a+l —a+l
limlI (1) =Ilim ! _ A
A-0 20—+l —a+l
- o
t 1
d.h. J.—adx exist. nicht
5 X
3Fall a<l=-a+1>0
—a+l —a+l —a+l
I|ml(;t)_I|m ! 4 ! = !
= —g+1 —a+l —a+1 -a+l
Insgesamt :
1 fira <1
j_zdx_ -a+
o X existiert nicht fir o >1
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6.4 Numerische Integrationsmethoden

Probleme beim Einsatz analytischer Methoden

- Integration stetiger Funktionen ist nicht immer in geschlossener Form mdglich
Bsp.: Jx.etz dt

- Arbeits;ufwand zur Ermittlung einer analytischen Lésung ist zu hoch

- Funktion liegt als Funktionsgraph oder als Wertetabelle vor

Losungsansatz: Einsatz numerischer Verfahren zur Bestimmung von
Né&herungsldsungen

6.4.1 Trapezformel

Trapez "
P, \/ P, |

v

Gesucht ist Naherungswert fr :

b
j f(x)dx

Zerlegen des Intervalls [a, b]in n gleiche Teile der Breite
hz% = Xo=a; XX, X, =Db

Kurvenbogen zwischen P,und P, (allg. P, und P, , ) wird durch Sehne ersetzt = Trapez

Flache des ersten Trapezes: A, =h M

2
" zweiten " A, = h'w
" i-ten " ‘A. =h- f(X;,)+ f(X)

' 2
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Summation der Trapezflachen ergibt Naherungswert :

j).f(X)dX ~A +A +..+A :Zn:AI :Zn:h_ f(Xi1)2+ f(x) _

zg-znlf(xi_l)+f(xi)

=E'( (%) + F () + F0O0) + F06) + F (%) + F(xg) +at T (x,0) + T(x,))

{10+ 10)+ 02 (0) 421 () #0421 (x,.)

NI NN

A(F () + FO) +h(F )+ (%) +.+ F(X,,))

— h.(%(f(x0)+ f(Xn))+§f(Xi)j

mit X, =a und X, =X,+i-h=a+i-h x,=b
folgt:

b

[ fo)dx~ h-@(f(ah f(b))+

a

n—.

lf(a+i-h)j

Anm.: x; heilBen Stiitzstellen
f(x;)" Stitzwerte

Der Néherungswert ist umso besser, je feiner die Intervallunterteilung ist.
Im Grenzfall lim liefert die Trapezformel den exakten Integralwert.

n—oo

2
Bsp.: J'e'xz dx=7?
0

Intervallunterteilung n=5 = h= 2—50 =04
0 0 1
1 0,4 0,852
2 0,8 0,527
3 1,2 0,237
4 1,6 0,0773
5 2,0 0,0183
1,0183 1,6933

O ey N

e dx~ 0,4@ oy j =0,8808
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