Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

6.1.5. Berechnung bestimmter Integrale

Bsp.: szdx =7
X
Stammfunktion :J'xzdx =1ix’+c
a
Bestimmung der Konstanzen c:
1
0=J’x2dx:%-13 +c o 0=11+c < c=-11°
1

3 3

2
i 2 1 »3 143 _ 8 1 _ 7
Somit jx dx=21.2°-11°=8_1-1
1

Wichtig : Hierbei wurde zur Bestimmung des Ergebnisses lediglich der Hauptsatz der
Differential - Integralrechnung verwendet ("Welche Fkt. mu3 man ableiten,

damit man f (x) = x* erhalt?™), d.h. die langwierig e Berechnung von
komplizier ten Summen (siehe 6.1.1) entfallt!

Allgemein :
b
Gesucht : If(x) dx

1.Suche eine Stammfkt. F(x), d.h. F'(x) = f(x)
Allg. Stammfkt. hat dann die Darstellung F(x) + ¢

dh.jﬂ@dx:Fuy+c
2. Bestimme Konstante c:

0= j'f(x) =F(a)+c< c=-F(a)

Mit c¢=-F(a) erhalten wir If(x) dx = F(x) - F(a)
Das bestimmte Integral (x = b) wird dann wie folgt berechnet :

Tﬂmdx=ﬂm-ﬂa

wobei F(x) Stammfunktion ist (d.h. F'(x) = f(x)

Schreibwei se : ‘Tf(x) dx =[F(X)]’
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Anm.: In manchen Féllen kann keine Stammfkt. angegeben werden, d.h. es existiert
keine Integraldarstellung in geschlossener Form.
Dann: Einsatz von numerischem Verfahren zur Berechnung von Naherungslésungen.

Bsp.:
3

(1) j x3dx = ?
1

Stammfkt.

F(x)=21x*

Somit : ‘efxe’dx:[%x“]l3 =1.3"-1.1°
1

{oo]

— 81 _
—

0-20

ENE
|

I1
(2) Isin Xdx =7?
0
Stammfkt. : F(x) = -cos X
I1
Somit jsin x dx = [-cos x]! = (—cosIT) — (—cos 0)
0

—O-(-)=1+1=2

(3) TXde:?

Stammfkt.: F(x) =1 x*

|~

4

0
[Xodx =[Ex*]% =40 —4(-1)* =0-4=—
1

||-’>

Integral ist negativ, da Funktionswert negativ!

- +
0
(4) J.xsdx =? \
1
0
JXiox =Bl =400 2@ =0- =~ .
1
: . .
Integral ist negativ, da Ax negativ! 0 o

(Untergrenze1, Obergrenze 0 = AXx neg. )
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1
6 [eK=EXL =) -0t =t
0

Integral positiv, da Ax negativ und Funktionswerte negativ!

I
(6) Icosxdx:[sinx]Tn =sinI1-sin (-I1)=0-0=0
-

Positiver und negativer Anteil heben sich auf.

Zusammenfassend:
Soll statt des Integrals die Flache bestimmt werden, mu3 man auf die VVorzeichen
achten.

6.1.6. Integrationsregeln

Faktorregel :

Bsp.: Tz-xzdx =[2-1x°]2 =2-1b*-2-1a° =2.(tb% - 1a°)
:2-([%x3]2):2-j'x2dx

Allg.: Sei c konstanter Fa?<tor, sogilt :

b b
Ic f(X)dx =c¢ _[ f (x)dx (Faktor kann vorgezogen werd en)

Summenrege | :

_Tcos x+e*dx =[(sin x+e" | = (sinb+e")—(sina+e?)

a

b b
=[sinx]? +[e*]° = Icos xdx + J.exdx
Allg.: Eine endliche Summe darf einzeln integriert werden.
b

I(fl(x) +f(X) +.+ f(X))dx = T f, (x)dx +jl f,(x)dX +...+ jb.fn (x)dx

a
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Vertauschen der Integrationsgrenzen

2
J.cos xdx =[sin x]? =sin 2 —sinl=—(sin1-sin 2)
1
1
= [-(sinx)]; = [ cos xdx
2

Allg.: .Tf(x)dx = -j'f(x)dx

Zerlegung in Teilintervalle *
Seia <c < b,dann gilt :

v

Tf(x)dx:jf(x)dx+if(x)dx _

Bsp.: Gesucht ist die Flache, die von den Kurven f, (x) = x*,f,(X) = —X + 2
und der positiven x - Achse eingeschlo ssen wird.

AN f, (%)

|

Berechnung des Schnittpunktes S':
X?=—X+2 & xX°+x-2=0

-1++41+8 -1+3
Xip = 2 = 2

Somit

if(x)dx = szdx + J%(— X + 2)dx

[ X°]; +[(—%x2 +2x)]l2
A-1.0°-1.2242.2- (1.1 +2.1)
-0-2+4+1-2=1+5=2

1
3
1
3
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6.2 Analytische Integrationsmethoden

- Methoden zur Rickfuhrung komplizierter Integrale auf einfache Integrale

6.2.1 Inteqgration durch Substitution

Bsp.: J'x -(cos x?)dx =?
Bekannt : (sin x)" = cos X
Aber Argument istx*:  (sinx?)' =? f(x) = sin x?

Substitution: u = x>
Dann f(u)=sinu u(x) = x>

o df
0=
= (cos u) - 2x = (cos X?) - 2x
Gesucht ist Fkt. F(x) mit F'(x) = x - (cos x?)
Losung: F(x)=1-sinx?
F'(x) = (&-sinx?)’ =1 - (sinx?)’

=1.(2x-(cosx?))=x - cos x*

au (Kettenregel)
dx

Somit : jx-(cos x?)dx =1-sinx* +c¢

Ziel - Substitution u = x* soll direkt im Integral verwendet werden, so daR
Losung des Integrals einfacher dargestellt werden kann.

Substitution: u=x?> = du =2X
dx
dx = d_u
2X

Dann : Ix-(cosxz)dx=jx-cosug—u
X
:Ii-cosudu:chosudu

2X 2

:ljcosudu=£sinu+c
2 2

1.,
=—SINX" +C
2
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Zusammenfassung :

1. Aufstellen einer Substitutionsgleichu ng

du , _ du
u=9(x) il LI

2. Substitution im Integral
du f,(x) q
g0 g'(x)
\J
= o(u)
Wichtig :in ¢(u) muB die Variable x vollstandig durch u ersetzt werden

Dann : jf(x) dx = _[go(u)du

fO)dx = f(x) - —— u=e(u)du

3. Berechne I pu)=>d(u)+c

4. Rucksubstitution in ®(u) zur Bestimmung der Stammfkt.
[f09dx = @(u) +¢ = D(g(x) +¢ = F(x) +¢

Anm.: 4. kann bei Berechnung des bestimmten Integrals entfallen, falls man
Integrationsgenzen anpafit(aber nur dann!).

Bsp.:
@) Iln_x dx = ?
o . du 1
Substitutionsgleichung : u=1Inx o x < dx=x-du
X X

Substitution im Integral : J.In—xdx :J'Ex-du = Iu du
X X

Berechnen : Iu du=1iu’®+c
Riicksubstitution : 1u? =1(Inx)?

. In
Somit : I—de:l(lnx) +C

(2) Berechnen eines bestimmten Integrals durch Substitution

j'”—xdx [ (InX)*]?
:%(InZ)z -3(In1)* ~0,24
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2
3) j4-(4x-3)8dx=?
1
u=4x-3 = d_u=4 <:>dx:0|—u
dx 4
Somit : I4 (4x -3)%dx = '|.4 u® —Iu du
=1y® +c=%(4x—3)9+c
(4) Isinsx-cosxdx:?
. du du
u=sinXx —=C0SX < Ox=——
dx COS X
:J'u cosx——J'usdu
COS X
=iu® +c=1isin®x+c
2 2 )
(5) J.x-xzdx:_[xsdx:[%x“]o:%-24:5
0 0
. e , du du
Alternativ mit Substitution : u=Xx d—=2x S dx=—
X X

du u
J‘x-xzdx:J.x-u—:J‘—du =11y’ +c=21u’+c
2

Ixsdx [u] 1#4 Wieso?

Berlcksichtigung der Grenzen bei der Substitution :

b
Gesucht:  [f(x)dx
Substitution: u=g(x)
Einsetzen ergibt : f(x) dx =h(u) du
o(b)

- j f(x) dx = j h(u) du

9(a)

d.h. Grenzen mussen substituiert werden!

Alternative: Lsg.des unbestimmten Integrals jf(x)dx =...

= F(x) und anschlieBend

Lsg. des bestimmten Integrals mit der gefundenen Stammfkt. .
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(6) Berechnen der Kreisflache

f(x)=+r* —x r=Radius

Kreisfliche = 4 = Flache im I.Quadranten

Flache im I.Quadranten : J\/ r’ —x?dx="?
0

. ] dx
Substitution ; x:r-smu:>d—:r-cosuc>dx:r-cosudu
u
2 2 _ 2 2 ain?2 _
J'\/r — X dx_j\/r —r2.sinu-r-cosudx = [r-cosu-r-cosudu
:jrzcoszudu

da  +r®-(L-sinu) =r-v1-sin®u =r-cosu

Betrachtung der Integralgrenzen :

. X . . X
X=r-sihu <& —=SINU = u=arcsin —
r r

.0
Untergrenze: x=0 — u=arcsin—=0
r

. . IT
Obergrenze: x=r — u:arcsm—:arcsmlzz
r

Somit ;

r?.cos®udu

O Ly =
]
[N
|
>
[N
o
>
Il
O v | O

Verwenden : cos’u =1 (1+ cos 2u)

I1 I1 I1 I1
2 rz? rz? rz?
rzjcoszudu :—J(1+cos 2u) du :—_[du +—_[cos 2u du
0 2 0 2 0 2 0
2 I 2 2
—1Zu)2 Lo 1L _Hr
2 2 2 4
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Somit folgt Kreisflache

2
_g 17 e
4
I
2
Bleibt Icos 2udu=0
0
Substitution: t=2u E =2 & ﬁ =du
du 2

Integra Ig renzen :
Untergrenze: u=0 = t=2-0=0

Obergrenze : u:% = t=2'%=H

Somit ;

O v | I

I1
cos 2u du = %jcostdt =1[sint];
0

=2(sinII-sin0)=0
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