Mathematik 2 MF Skript Prof. Dr. Henrich

10. Funktionen mehrerer unabhanaqgiger Variablen

10.1 Grundlagen

Bisher Funktionen einer Veranderlichen x mit y = f(x), wobei jedem Wert des
Definitionsbereichs genau ein Wert des Wertebereichs zugeordnet ist.

Wir betrachten nun mehrere unabhangige Veranderliche. (Punkt im
mehrdimensionalen Raum) Diesem Punkt ordnen wir nun genau einen Wert zu.

Bsp:
Zwei unabhangige Variablen x,y (Punkt in Ebene)

Funktion: f:(x,y)— f(x,y)

z=f(x,y)
f(x,y)=x*+y* (Kratersee)

Z A

Definitionsbereich ist die x-y- Ebene
/ Wertebereich ist R*

© by J.Ertl y

X

Definition:  Eine Funktion f:(x,y) -> f(x,y) =z von zwei unabhangigen Variablen x und y ist eine
Abbildungsvorschrift, die jedem ,,Punktepaar* (x,y) aus dem Definitionsbereich genau
einen Wert aus den Wertebereich zuordnet.

Eine Funktion f:(X1,X2,X3,...,Xn) -> f(X1,X2,X3,...,Xn) VON n unabh&ngigen Variablen ist eine
Abbildungsvorschrift, die jedem ,,Punkt™ (x1,X2,X3,...,Xn) aus dem Definitionsbereich genau
einen Wert aus den Wertebereich zuordnet.

f(x,y) =z => ,,Landschaft*

Anmerkung: Die ,,Funktionslandschaft* darf keine senkrechten ,,Wande* und keine
Uberhange haben, da dann einem Punkt mehrere Werte zugewiesen werden.
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Darstellungsformen von Funktionen

Explizite Darstellung z =1f(xy)
Bsp: z=x?+y?

Implizite Darstellung F(x,y,z) = const.
Bsp:

0=x*+y* -z

Darstellung mit Wertetabelle XYz

z=y>+0x

S WN -
WwWwmMN -
© O b

Stetigkeit:
Funktion einer Veranderlichen
Eine in Xo und in einer Umgebung von X, definierte Funktion f(x) heil3t an der Stelle xo
stetig, falls gilt:
lim f(x) = f(x,)

X—Xg

Definition der Stetigkeit fiir zwei unabhéngige Veranderliche:

Eine Funktion z = f(x,y) heif3t stetig im Punkt (Xo/Yo), falls f(x,y) in einer Umgebung von
(XolYo) definiert ist und falls gilt:

lim £(x,y )= f(x.y,)

X—Xg
Y—=Yo

Anmerkung:
Definition der Stetigkeit fur n unabhéngige Variablen l&uft analog!

In Worten:
Unabhangig davon, auf welchem Weg man sich dem Punkt (Xo/yo) nahert, konvergiert die
Folge der dazugehdrigen Funktionswerte gegen den Funktionswert im Punkt (Xo/Yo).
In stetigen Funktionen dirfen keine Springe, Locher oder Unendlichkeitsstellen auftreten.
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Bsp(1): z=x%+y?> iststetig im genannten Definitionsbereich

Bsp(2): f(x,y) =+1flirx<0

= -1flirx=>0

© by J.Ertl

ist unstetig in allen Punkten (0/yo)

Z A

© by J.Ertl
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10.2 Partielle Ableitung

Z A
Schnittweg auf

N Oberfldche
ZO

f(x,y) beschreibt eine
,,Landschaft*

=V

X © by J.Ertl

Frage:

Welche Steigung gilt entlang eines Weges, der durch ein beliebiges, aber festes yo und ein
veranderliches x definiert ist?

(In x-y- Ebene parallele zur x-Achse durch yo)

Weg definiert durch f(x,yo) (Funktion der VVeranderlichen x)

Punkt z, des Weges durch z, = f(Xo,Yo)
Steigung im Punkt z, entlang des Weges f(x,Yo) ist f "(X,yo) (d.h. Ableitung nach x)

Klar: Bei jedem anderen Weg andert sich in der Regel die Steigung.
Definition:

Die partielle Ableitung der Funktion z = f(x,y) nach der Veranderlichen x im Punkt
(Xo,Yo) ist die Steigung der Funktion f(X,y,) in Xx-Richtung.

Wir schreiben:

8F(Xo: ¥o) _ 5f(x y)|
OX OX

_lim f(Xo + Yo ) = F(X0, Vo)

h—0 h

(%0:Yo)

lese: d f(x,y) partiell nach dx im Punkt (Xo,Yo)

Analog fury:
5(xo.¥o) _ 8F(x.Y)|

oy oy

Gilt analog fiir n Verdnderliche!
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Bsp(1): f(x,y) = x? + y? Gesucht df(x,y) nach dx im Punkt (2/4)
f(x yo) = f(x4) = x* +4% =x* +16

sf(xy)| _, f(2+h4)-f(24)
OX (24) "~ h0 h
2 +h)® — (22 + 42
=lim ( i ) ( i )
h—0 h
. 4+4h+h*+16-4-16
=lim
h—0 h
. 4h +h?
=lim
h—0 h
= Ihiirg(4+ h)
=4
Bsp(2): f(X, y) = x% + yz
8f(x7 y) — ||m f(XO + h' yO) B f(XO’yO)
OX h—0 h

h—>0 h
=lim (XO - h)z XOZ
h—0 h

X,o +2X,h +h? = x,°
h—0 h

=
= Ihiirg(Zx0 +h)
= lim 2x,

h—0

d.h. die Ableitung nach x ist f(X,yo) = 2x

Bsp(3): Gesucht ist die partielle Ableitung nach x und y der Funktion f(X,y) = 5x3 -xy +y?

an der Stelle (2,3)

a

X ‘(2,3)
=15*2%-3=57

o

@/ ‘(2,3)
=2.3-2 = 4

=15x* -y

=0-x+2y
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Zusammenfassung:
Gegeben sei die Funktion f(x1,X2,...,xn) die Bildung der partiellen Ableitung nach
der Variablen x; mit i € {1,2,...,n} entspricht der Bildung der Ableitung der
Funktion f(x1,X2,...,Xxn) nach der Veranderlichen xi. (d.h. im Prinzip Funktion
einer Veranderlichen, wobei alle x; mit j = i als konstant (genauso wie Zahlen)
angesehen werden.

Die Ableitungsregeln fir eine Veranderliche (Produktregel, Quotientenregel und

Kettenregel) kénnen angewendet werden.

Bsp(1):
sp(1) f

—

X,y)=3x?-siny+e"

=6x-siny+y-e?¥  (Produkt—und Kettenregel)

L3
X
i:3x2 .COSY + X-e¥
&

Bsp(2):

2 2

f (x, Y, z) = (Quotientenregel)

Xyz
~ (2%) - xyz —yz- (x2 + y2)

4
X x?y?z2

2x2yz — x*yz - y’z
= X2y222
yz2(2x? - x? - y?)

X2y222

X -y

Y
yz X%z

Bsp(3):

—h
—

Xy, X, x3,x4) sm(x1x2x3x4) (Kettenregel)

X
&
&_2 (COS(X1X X3X, ) (X1X3X4)
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Ableitungen héherer Ordnung

Bsp: f(X, Y) —yioxt

8*f(xy) & (Sf(x, y)j

82x  ox\  ox
52f  3(4x°-y°)

= =12x% -y} =f
8%x X y X

Hohere Ableitungen konnen ,,gemischt” nach unterschiedlichen Variablen erfolgen!

Anm.: f, bedeutet zuerst Ableitung nach x und anschliessend Ableitung nach y!

8%f(x, y) 5(3X4 'yz)

= —12x3.y? = f
Sxdy dX y ¥
2f §(4x° - y®
5H(xy) _ ( y)=12X3'y2:fx
Sydx Sy Y
Im Beispiel: _
fy =T

Ist das ein Zufall ?

Satz von Schwarz
Unter der Voraussetzung, dal? die Funktion f(x1,X2,...,Xn) und ihre partiellen
Ableitungen stetig sind, ist die Reihenfolge der partiellen Differentiation beliebig.

d.h. Reihenfolge der Differentiation andert das Ergebnis nicht.

Bsp:  Die Funktio f(x,y) = y®xx* ist stetig und alle partiellen Ableitungen sind stetig

=> Reihenfolge spielt keine Rolle.

Bestimme f, und f

2 f(xy)  d4y’x®)
Ax —F

=12y*x° = f,,
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10.3 Extremwerte

Wir betrachten die Funktion z = f(x,y) und untersuchen die Minima (Maxima) dieser
Funktion (lokale)

Z A

lokales Maximum
S Loy L (hochster Punkt in diesem
Bereich) © ,

>
©bylEtl X0 X

Liegt ein Maximum (Minimum) vor, so gilt (anschaulich):

I Sf 0 (Schnitt // zur x-Achse)
P
und
of _ 0 (Schnitt // zur y-Achse)
oy
Ia Zxx<0 und zy<O0 dann Maximum
Ip Zx>0 und zy>0 dann Minimum
Frage:
Folgt aus der Gultigkeit von 1 und Il bzw. Iy, daB ein Maximum oder Minimum
vorliegt?
Antwort:
NEIN !

d. h. falls ein lokales Maximum (bzw. Minimum) vorliegt dann ist 1 und Ila (bzw. 11b)
erfalit.

Aber aus | und lla (bzw. 1Ib) kann nicht auf ein lokales Maximum (bzw. Minimum)
geschlossen werden.

Beweis: durch Gegenbeispiel!
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Bsp: Sattelflache, die von der x- und y-Achse schrég geschnitten wird

Schnittfunktion I zx=0
' Il zx <0
=> Maximum der Schnittfunktion
(Fkt. einer Veranderlichen)

Schnittfunktion I zy=0
I zy<0
=> Maximum der Schnittfunktion (Fkt. einer Veranderlichen)

ABER kein Maximum der ,,Sattelfliche*
Sattelfliache ,,exakt*: f(x,y)=7?

Wir betrachten zundchst das Koordinatensystem_(xT Y, 2)

E-y—Ebene
z

—2

B z=x -2y
|
Scheitel |
Parabel

V¥

Drehung der Sattelflache so, dal? der Grad des Sattels tiber der Winkelhalbierenden
der x-y-Achsen liegen.

Drehung um 45° nach rechts
> =>um -45°
X

X Koordinatentransformation

X-COSa—Yy-Sin a

X-Sino+Yy-Ccosa

%
y
o = —45°

, 1
=Ssnoa=—-——

2

cosa =

-
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Somit:

X_L ( L]_X y __ X Y _¥Y=X
Sattel:

z:)_<2—2§/2

Durch Einsetzen:

()
Z, :@-1—2-@—@-(—1)

=X+Yy+2y—-2X=-X+3y

Z,=X+y—-2y+2x=3x-Yy

zx| )=0

(0/0 Z,

. X 1 Zxx <0 .
Bed | ist erfullt Bed 11, ist erfillt
y‘(O/o) =0 Zyy:_l Zyy<0

Bed. I und Il; sind erfullt, aber es liegt in (0/0) kein Maximum der Sattelflache vor.

Hinreichende Bedingung fir Extrema

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion z = f(X,y)
Falls gilt:

l. yA

X

(xo/yo):O und Z,

und

Il. [z -z —zzxy]
o (*0/¥o)

Diskriminante Do

so liegt an der Stelle (Xo/yo) ein lokales Extremum vor.

ist Zxx < 0 (oder zyy < 0) dann Maximum
ist Zxx > 0 (oder zyy > 0) dann Minimum

Falls Do<0 =>kein Extremum
Do =0 => nicht entscheidbar

Anmerkung:
I und Il kann auf n Variable (n > 2) erweitert werden, wobei statt Il gefordert
wird, dal’ die Matrix der zweiten Ableitung positiv definit ist.
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Bsp:
Gesucht sind die lokalen Extremwerte der Funktion
z=2x>+4xy-2y*+5

1. Untersuchung der notwendigen Bedingung |
d.h. Bestimmung von Stellen, an denen Extremwerte vorliegen kénnen

z, =6x° +4y
z, = 4x -6y’
6x° +4y =0
3
4x-6y* =0  4x=6Yy? X:Ey2
3,)° 6-9 , 27 ,
6|l -y | +4y=0 =>—Y +4y=0 =>—_—-y +4y=0
2 4 2
27 27
=>Yy 7y +4|=0 =>y, =0 oder;y +4=0
27y3:—8<:>y3:——<:>y=3_—8c>y=—g
27 27 3
Somit:
y, =0 =x,=0 P/(0/ 0)
2 (2 2)
=-2 =x, = N e ——
y2 3 2 2 3 3

2. Untersuchung der Diskriminante

z,, =12x
z,, =-12y
z,, =4

D =12x-(-12y) - 4*

D = -144xy - 16
D|(0/o) =-16 <0 im Punkt P1 liegt kein Extremum vor
D)2, 2 =48 >0  im Punkt P liegt ein Extremum vor
(5-2
da zxx|(g/ 7;} =12 % =8 > 0im Punkt P2 liegt ein Minimum vor
3 3
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Extremwerte:
Gesucht ist das globale Maximum der Funktion  f(x,y) = 2x® + 4xy — 2y® +5
im Definitionsbereich

D= {(x/ y) xe[21] y e[O,l]}

Der Globale Extremwert ist ein lokaler Extremwert oder ein Extremwert am Rand.

Die Untersuchung der lokalen Extremwerte (Bed. I und
Diskriminante) ergibt lediglich ein Minimum in

52

d.h. in D liegt kein lokaler Extremwert.
=> Untersuchung aller ,,Randpunkte* (Randfunktionen)

A 4

f\1 Y AN i
¢
fﬂ fs :
3 >
f5 >
X
L =(x1) =2x> +4x+3 x €[21]
Y)=-2y°+8y+21 ye[0]]

0)=2x°+5 x €[21]
y)=-2y’+4y+7 ye[0]]

f....f, sind Funktionen einer Veranderlichen. Untersuchung der globalen Maxima von f....f,

f, = (x1) =2x> +4x + 3 x €[21] = Maximumf, =2.2°+4.2+3=27

f,=(2y)=-2y’+8y+21 ye[01] = nicht sofort erkennbar darum:
lokale Extremwerte:

f; = -6y’ +8=0:>y=i\/§ E[O,l]
Randpunkte:
f,(0) =21 f,(1) =27 = Max f, = 27
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f, =(x0)=2x>+5 x €[21] = Maximum f, =2.2° +5=21
f,=(Ly)=-2y’+4y+7 ye[0l] = wief, oder
Abschatzung:

[f.(y)| = |-2y° + 4y + 7| <|-2y°| + |4y +[7| <2+ 4+ 7 =13

Somit insgesamt f(x,y) hat in D an der Stelle (2,1) das globale Maximum f(2,1) = 27
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