Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

6.2.2 Partielle Integration

Bsp.:
_[x -e*dx

= Substitution ist nicht mdglich

Verwende Produktregel der Differentialrechnung zur Herleitung

£ [u00-v00]= 00 V00 +v (- U0 /- (VX))

00 V0] (v = () -u()

Integration :
I%(u(x) -v(x))dx — Ju’(x) v(x)dx = J.v’(x) -u(x)dx
=u(x)-v(x)

Somit ;

u(x)-v(x) - _[u'(x) -v(xX)dx = _[v’(x) -u(x)dx

Bsp.(s.0.):
Ix -e*dx

Wéhle x = u(x),e”* =v'(x) dannv(x) =e* :
:>.[x-exdx =X-e” —j1~exdx
=x-e"—e"+c

d.h. _[x-exdx:x-ex —e*+c

Zusammenfassung :

Gesucht ist If(x) dx, wobei f(x) durch die Faktoren u(x) und v'(x) beschreibbar ist.

Falls die Stammfunktion v(x) von v'(x) bekannt ist, kann das Integral wie folgt
umgeformt werden :

j f(x) dx = j V/(X) -u(x)dx = u(x) - v(x) — j u’(x) - v(x)dx

Falls j u’'(x) - v(x)dx lésbar, dann ist j f(x)dx berechnet.
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Merkregel : Iuv' =uv-— ju'v

Bsp.:
1
@ J'l'lnxdx:xlnx—J‘—xdx=x-Inx—x+c
X
=X(Inx-1)+c
vi=1 V=X
, 1
u=Inx u'==
X
2 2 2 2
) Ix-lnxdx:X—Inx—jx—-ldx:x—lnx—X ‘e
2 2 X 2 2-2
X2
V=X vV="—
2

!

1
u=Ilnx u'==
X

(3) jx” -e¥dx="7?

1 qax

1
Vi=e vV=—e
u=x

1 L, e¥
jx" e¥dx = x" -—ea‘x—jn-xn 1.2 dx
a a

1 n _
Ix” e¥dx==x"-e¥ ——jx“ 1. e™dx
a a
_ 1 . n-1 _
J'an'eade:_an_eax_ Ixnz_eaxdx
a a
USW.

4) Isinz xdx = I%(l— cos 2x)dx
= [ 4dx - [ +cos 2xdx
= L x+c¢— [ $cos 2xdx

Berechne: —%jcos 2xdx

Setze u = 2x d_u:2 dx:d—u
dx 2
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Icost dx = jcosud—u = I@du :lfcosu du = lsinu
2 2 2 2
= ——J'cos 2xdx=-=-=. sin 2x

= Isinz xdx:%(x—%sin2x)+c

(5) sz -cosxdx:[x2 -sin x];’ —JZx-sinxdx *)
0 0
u=x? u' = 2x

!

v =cosX V=sinx

Bleibt : J.2x -sin xdx = Z-J'x -sin xdx
J'x -sin xdx = —x~cosx—_|'1- (—cos x)dx
= —x~cosx+jcosxdx

=—-X-COSX+SINX+C
u=x u' =1
V' =sinX Vv =-c0SXx

) =[x?-sinx]; —2[- x-cos x+sin x]]
=% -sinz—0%-sin0—2[- 7 -cos z +sinz +0-cos 0—sin 0]
= —2[—7[-(—1)]2—27[
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6.2.3 Integration gebrochenrationaler Funktion durch Partialbruchzerlequng

3
Bsp. : J-w
f(x)= 1 ist unecht gebrochenrational
X

Somit Zerlegung in Polynom + echt gebrochenrationale Funktion méglich.
Polynomdivision :

(x*°’+4x+2):(x2—4):x+8)2(Jr2
X —
- (x® - 4x)
8Xx +2
e xXP4x+2 8X +2 8X +2
Somlt.Ide:mx X2_4jdx:jxdx+sz_4dx

Integration von Polynom mit J x"dx = Ll X"+
n+

d.h.'[xdx:lx2 +cC
2

Anm.: I(a“x” +a"x" " +a,x" +a,)dx

= a”'[x“dx+ a“’lj X"dx + alj'xdx+ aoj'ldx

Somit bleibt zu l6sen :

dx="?

J‘ 8X +2
x? -4
echt gebrochenrational, d.h. Grad Nenner > Grad Zahler

"einfachster Fall"einer echt gebrochenrationalen Funktion :

I A dx:A-In‘x+B|—c d.h.ist I6sbar
X+ B

Losungsidee : Ruickfuhrung auf diesen einfachen Fall

8x +2 A A, :
= + A, X, X, sind gesucht!
X2—4 X=X X-X, Ao XX, J

— Partialbruchzerlegung
Falls dies gelingt, dann Problem gel6st!
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Bestimmungvon A, , A, X;, X, :

A A, Al(x X,)+ A, (X— x) 8x+2

X=X X=X, (X=%,)-(x=x,) x> -4

Nenner : xz—4=(x—2)-(x+2)¥(x—x1)-(x—x2)
=X =-2,X, =+2

Zahler: A (X—X%,)+A(x-X)=AKX-2)+A,(x-(-2)) =
AX—2A +AX+2A, =x-(A +A)-2A +2A, =8x+2

A+A, =8 ()
2A —-2A, =2 (2) Gls. fur A, A,

QA -A =1 A =1+A,

in() 1+A, +A =8 < 1+2A, =8 < 2A, =8-1 < A, =—

in(2) A =1+

I\JI\I
I\)ILO

Somit A1=% und A2=%

8x+2 . 45 39
d.h.jx2_4 X = jx (2) j - dx
=45-Inx+2/+35-In[x-2|+¢

Insgesamt erhalten wir :

3
I%dx 1x +45In‘x+2|+35|n‘x 2+c
X°—4 2
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Bsp.: Partialbruchzerlequng

X="7

J-4x3 —2x% +1
——
x? —5X +6

GradZahler > GradNenner = Polynomdivision

zurPolynomdivision :

5623:21:267+E
21
—(42)
142
—(126)
163
—(247)
16
(4x® —2x? +1): (x? ~5x +6) = 4x + 184 00X 207
X°—5X+6
— (4x® —20%? + 24x)
18x? —24x +1
— (18x* —90x +108)
66x —107
3 _ 2 _
Somit : J.4X2—2X+1dx:j4x+18dx+jw
X°—5Xx+6 X°—5X+6
:fx5 +18x+c+Ide
5 X“—5x+6
1. Bestimmung der Nullst.von N = x* —5x +6
—(-5)+/25-24 5+41
Xyjp = = X;=3 X,=

2 2

66x-107 __ A B
X>=5x+6 (x-3) (x-2)
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Aufstellen des linearen Gls. zur Berechnung von A und B

Variante 1: Hauptnenner

66X -107=A(x-2)+B(x-3)=Ax-2A+Bx-3B
< 66x-107=(A+B)x-2A-3B
Koeffizientenvergleich ergibt :
(1) 66=A+B
(2) -107=-2A-3B

Losung des Gls.:

(@) = A=66-B in(2)ergibt:-107=-2(66-B) - 3B
<-107=-132+2B-3B /+132
25=-B< B=-25

Einsetzen liefert : A=66-(-25) =91

Variante 2 : Einsetzen der Nennernullstellen in

66x-107=A(x - 2) + B(x - 3)
X, =3 66-3-107=A(3-2)+B(3-3)
198-107=A-(1
91=A
X,=2: 66-2-107=A(2-2)+B(2-3)
132-107=B(-1)
25=-B
-25=B

Somit erhalten wir :

66x -107 91 25

X2 —5X+6 X-3 X-— 2

:>J‘ 626X—107 dx = _ dx _J- d _J- 25 dx
5X + 6 X — 3 X — 2 X—-2
-91. j—dx 25 dx
X—2

=91-Injx -3 +¢, - 25-Inx - 2 + ¢,
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X—2
Bsp.: [————=—=2
=P jx2+2x+1

Nullstellen des Nenners:
X, =1 x, =1 d.h. listdoppelte Nst.

X—2 A B ;
. = + <« Hauptnenner ware x +1
X“+2x+1 x+1 x+1
X—2=A(Xx+1)+B(x+1)=x(A+B)+ A+B
= keineLdsung

=>A+B=1 A A+B=-2
Neuer Ansatz bei mehrfacher Nullstelle (1dee :in ist integrierbar!)
X

X—2 A B
= +
X2 +2x+1  (x+1)?*  (x+1)
=x-2=A+B(x+1)=xB+A+B
=B=1und A+B=-2= A+1=-2= A=-3

Somit ;
sz_z dx:j Azdx+f B dx
X +2x+1 (x+1) (x+1)
:J' Azdx+B-In‘x+]j
(x+1)
Bleibt :
I 1 2dx=? u=x+1 d—u=1<:> du =dx
(x+1) dx
1 1 -1 —
A dx=A|—=du=A-(—5)+c=——+cC
I(x+1)2 juz (u) X+1
Insgesamt :
J' 2x—2 dx:_A+B-In‘x+]1+c
X°+2x+1 X+1

X +4
Bsp.: |———— —dx="?
e J.x2—6x+34

NullstelledesNenners :

_—(-6)£v36-4-34 6+10i

X =
1/2 2 2
\36—4.34=4/36-136=+/-100 <« keine reelle Losung
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Aber es existiert eine Losung im Definitionsbereich der komplexen Zahlen :
Nullstellen :

X, =3-5i X,=3+5i wobeii=v-1 = i-i=-1

(X=%) - (X=X;) = (X = (3=5i)) - (X — (3+5i))
=(X—3+5i)-(x—3-5i)
= x* — 3x + 5ix
- 3X +9-15i
-5ix  +15i-25i?
= x? —6X +9-25i° =x* —6Xx+9+25=x*-6x+34

Ansatz mit A und B wie bisher wiirde dazu fiihren, dall A und B komplexe

Zahlen wéren.

= Fallsdie Nullstelle des Nenners komplex und einfach (Vielfachheit 1) ist, dann :
Neuer Ansatz:

Idee : If’(X)JFCdx J.f (X) X+ de
' f(x) f(X) f(x)
=In|f ()| +c,

wobei f(x) vom Grad 2 ist! (komplexe + konjugiert komplexe Losung)

3x—4  $(2x-6)+5
x> —6Xx+34 x> —-6x+34
f(x)=x*—6x+34

f'(x)=2x-6
Somit ;
,[ 3x—4 _[3(2)( 6)+5
x2+6x+34 X —6x+34
:—J. 2X 6 +5J-2;dx
6x+34 X —6Xx+34
3

=. In‘x2 —6x+ 34|+,
2

Bleibt zu berechnen:

e i e e =t
X° —6x+34 (x—=3)"+25 x 3) +2

T
quadr. Erganzung (x - 3)> = x> —6x+9
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