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1.
f(x,y) =  2x2y – 3x – ln(xy) 
(x,y ∈ R)

(a)
Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f (Skizze!).

(b)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt  (-1,-1)  in Koordinatenform.

(c)
Wo hat f eine horizontale Tangentialebene?     (d)  Hat f Extremwerte?


(a)
D: xy >0, also der 1. und 3. Quadrant der (x,y)-Ebene (ohne Achsen).


(b)
fx = 4xy – 3 – 1/x, fy = 2x2 – 1/y;  f(-1,-1) = 1, fx(-1,-1) = 2, fy(-1,-1) = 3 →



z = 1 + 2(x+1) + 3(y+1) = 2x + 3y + 6 → Tangentialebene E: 2x + 3y – z = -6


(c)
Aus  fy = 2x2 – 1/y = 0  folgt y = 1/(2x2). In  fx = 4xy – 3 – 1/x = 0 eingesetzt ergibt das x = 1/3.


f hat also in (x,y) = (1/3, 9/2) eine horizontale Tangentialebene.


(d)
Δ(x,y) = (4y+1/x2)/y2 – 16x2 → Δ(1/3, 9/2) = -4/9 < 0 → kein Extremwert.
2.
F(x,y,z) = (2xey + 2z, x2ey – 3z2, 2x – 6yz)


(a)
Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld ist und bestimmen Sie eine Potentialfunktion von F.


(b)
Berechnen Sie  ∫F längs einer beliebigen Kurve von (1,0,0) nach (2,1,1).

(a)
Die Gradientenfeldbedingungen sind erfüllt. 


Φ(x,y,z) = x2 ey + 2xz – 3yz2 + c.

(b)
∫F = Φ(2,1,1) – Φ(1,0,0) = 4e

                   1 – 2t

3.
k(t) = ─────,  t ∈ [0,1], sei eine komplexe Kurve.
                   1 + jt2

(a)
Bestimmen Sie Anfangs- und Endpunkt der Kurve (cartesisch).

(b)
Wie lautet die cartesische Parameterdarstellung der Kurve?

(c)
Wo schneidet k(t) die x-Achse?

(a)
Anfangspunkt k(0) = 1, Endpunkt k(1) = -1/(1+j) = -1/2 + 1/2 j.

                         1 – 2t
     (1 – 2t)(1 – jt2)
    1 – 2t

2t3 – t2
   1 – 2t
     2t3 – t2

(b)
k(t) = ───── = ─────────  = ───── + j ───── = (─────,   ─────) = (x(t), y(t))
                          1 + jt2
           1 + t4
           1 + t4           1 + t4        1 + t4        1 + t4

(c)
y(t) = 0  ↔  t2(2t - 1) = 0, also wird die x-Achse bei t=0 und t=1/2 geschnitten → 



k(0) = 1 und k(1/2) = 0 sind die beiden Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse.
4.
DGL
(1+x2) y' + (xy)2 = 0 mit  y(0) = 1 .   

(a)
Lösen Sie die DGL exakt und berechnen Sie y(1). (Integrationen manuell durchführen!)

(b)
Geben Sie für y(1) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA mit n=8 (mit Fehlerschätzung). 
   
 
 1

 -x2

(a)
─  dy = ──── dx.   


 y2
      x2 + 1



Die Integration der linke Seite ergibt –1/y .


Die rechte Seite lässt sich durch Polynomdivision umformen: -x2 : (x2+1) = -1 + 1/(x2+1), 



die Integration ergibt: -x + arctan(x) + c













               1



Also -1/y = arctan(x) – x + c  → allg. Lösung y =  ─────────── 












   x – arctan (x) + c



Die Startbedingung ergibt y(0) = 1/c = 1, also c=1 für die spezielle Lösung.



Exakter Wert: y(1) = 1/(1 – arctan(1) + 1) = 1/(2 – π/4) = 0.823 315 073
                                       x2y2

(b)
y' = f(x,y) = – ───── ; Näherung für y(1) durch Runge-Kutta auf [0, 1] mit n=8 und n=4:
                                     1 + x2


Runge (0,1,1,8) = R8 = 0.823 314 880, Runge (0,1,1,4) = R4 = 0.823 310 728.



Also ist Δ8 = (R8 - R4)/15 = 2.8 x 10–7
5.
Das charakteristische Polynom der DGL  y''' + ay'' + by' + cy  = 0  habe die Nullstellen +1 und -2 
(und keine anderen). 

(a)
Wie lauten die beiden DGLn, die diese Bedingung erfüllen?

(b)
Geben Sie jeweils die allgemeine homogene Lösung an.


(a)
Fall 1: λ = 1, 1, -2 
→ 
P(λ) = (λ-1)2 (λ+2) = ... = λ3 – 3λ + 2 →  DGL y''' – 3y' + 2y = 0



Fall 2: λ = 1, -2, -2
→
P(λ) = (λ-1) (λ+2)2 = ... = λ3 +3λ2 – 4 →  DGL y''' + 3y'' –  4y = 0

(b)
Fall 1: yh = c1 ex + c2 xex + c3 e–2x


Fall 2: yh = c1 ex + c2 e–2x + c3 xe–2x
6.
DGL
y’’’ ‒  y’’ + 4y’ – 4y =  x2 ex + x sin 2x – ex cos 2x

(a)
Bestimmen Sie die allgemeine homogene Lösung.

  
(b)
Wie lautet der Ansatz für eine spezielle inhomogene Lösung?

(a)
P(λ) = λ3 – λ2 + 4λ – 4 = 0 ; Raten ergibt λ1=1, durch HORNER ergeben sich λ2/3 = ±2j →


yh = c1 ex + c2 cos(2x) + c3 sin(2x)


(b)
r1(x) = x2 ex 

→ s=1, k=1, grad q = 2 
→ ys1 = x ex (Ax2 + Bx + C)



r2(x) = x sin(2x) 
→ s=2j, k=1, grad q = 1 
→ ys2 = x [(Dx+E) cos(2x) + (Fx+G) sin(2x)]



r3(x) = ex cos(2x)
→ s=1+2j, k=0, grad q = 0
→ ys3 = ex [H cos(2x) + J sin(2x)]


Der Störansatz lautet also: ys = ys1 + ys2 + ys3
7.  
In einer Urne sind 6 rote und 4 grüne Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass 
 
bei 5-maligem Ziehen exakt 3 rote gezogen werden? (a) mit Zurücklegen, (b) ohne Zlg.
 
(Lösungen ohne Programm, Binomialkoeffizienten können mit dem TR berechnet werden.) 


X = Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe vom Umfang n=5.

b(n,k) := Binomialkoeffizient "n über k".


(a)
Ziehen mit Zurücklegen: X ist B(n=5, θ = 6/10 = 3/5) - verteilt.



p(X=3) = b(5,3) (3/5)3 (2/5)2 = 0.3456 = 34.56%


(b)
Ziehen ohne Zurücklegen: X ist H(N=10, m=6, n=5) - verteilt.



p(X=3) = b(6,3)∙b(4,2) /b(10,5) = 0.4762 = 47.62%
8.
Mit einem regulären Doppelwürfel wird 120 mal geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,

 
dass die Augensumme mindestens 18, aber höchstens 22 mal größer als 9 ist?


X = Anzahl der Fälle mit einer Augensumme > 9 bei 120-maligem Doppelwürfeln


p(Augensumme = 10 oder 11 oder 12) = (3+2+1)/36 = 6/36 =1/6 = θ


X ist B(n=120, θ=1/6) - verteilt. p(18≤X≤22) = binv(120, 1/6, 18, 22) = 0.4594 = 45.94%
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