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1.
z = -3+4j, w = 2-5j.  Berechnen Sie:  (z-2j)∙(w+3), |z-w|, z/w und (z+2-3j)6 .
                                                                                       

      _____       ___



(z-2j)∙(w+3) = (-3+2j)(5-5j) = -5+25j;  |z-w| = |-5+9j| = √25+81 = √106



z/w = (-3+4j)(2+5j)/29 = (-26 - 7j)/29


z+2-3j = -1+j = √2 exp(j 3π/4); (-1+j)6 = 23 exp(j 18π/4) = 8 exp(j π/2) = 8j.

2.
(a)
Wie lautet die Koordinatenform der Ebene durch die Punkte (1,2,-3), (4,0,1) und (0,1,-2) ?



E: x = (1,2,-3) + λ(3,-2,4) + μ(-1,-1,1); Normalenvektor n = (3,-2,4) x (-1,-1,1) = (2,-7,-5)


→ E: 2x-7y-5z = (2,-7,-5)∙(1,2,-3) = 3

(b)
g sei die Gerade durch (1,0,2) und (3,1,0). Wo stößt g durch die Ebene E: 2x  ‒ y + 3z = 2 ?


g: x = (1,0,2) +λ(2,1,-2) = (1+2λ,λ,2-2λ) einsetzen: 2+4λ-λ+6-6λ = -3λ+8 = 2 → λ=2, S=(5,2,-2)


(c)
Bestimmen Sie die Schnittgerade der Ebenen E1: x ‒ 2y + 3z = 2 und  E2: 2x + y + z = 3.


Die Lösung des LGS aus den beiden Ebenengleichungen nach GAUSS liefert:



1
0
 1 |
 8/5

Mit z=λ ergibt sich die Schnittgerade g: x = (8/5,-1/5, 0) + λ(-1,1,1)


0
1
-1 |
-1/5

3.
Zerlegen Sie das Polynom   p(x) = x5 + 2x4 + 2x3 – 4x2 ‒ 11x + 10  maximal  (a) in R, (b) in C.
 
Tipp: Die Nullstellen sind ganzzahlig.

Durch das HORNER-Schema mit x=1, x=1 und x=-2 ergibt sich p(x)=(x-1)2(x+2)(x2+2x+5), wobéi x2+2x+5

  
in R unzerlegbar ist. In C hat es die Nullstellen x1/2 = -1± 2j, also lautet die vollständige Zerlegung in C:

p(x) = (x-1)2(x+2)(x+1-2j)(x+1+2j).
                     (x+1)2(x-2)
 

(a)
Bestimmen Sie die Lücken und Lückengrenzwerte von f.  

4.
f(x) =  ──────────


(b)
Bestimmen Sie die Pole und das Polverhalten von f.
 

    x2(x+1)(x2+x-6)


(c)
Hat f Nullstellen? Wie lautet die Asymptote?








(d)
Skizzieren Sie f.








(e)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

(a) Die Zerlegung des Nenners N(x) mit der p-q-Formel ergibt N(x) = x2(x+1)(x-2)(x+3).
(b) Also hat f an den Stellen x=-1 und x=2 Lücken.



Alles Weitere wird mit der gekürzten Funktion g(x) = (x+1)/ [x2(x+3)] berechnet.



Die Lückengrenzwerte sind g(-1)=0 (bei x=-1) und g(2)=3/20 (bei x=2)


(b)
Die Pole liegen bei x=0 und x=-3, ihr Verhalten ist ↑0↑ und ↑-3↓. 

 
(c)
f hat keine Nullstellen, denn x=-1 ist eine Lücke.



Die Asymptote ist die x-Achse, da der Zählergrad < Nennergrad.



(d)
Skizze.

 
(e)
Ansatz für die PBZ:  (x+1)/ [x2(x+3)] = a/x + b/x2 + c/(x+3).


Durch „Hochmultiplizieren“ ergibt sich x+1 = ax(x+3) + b(x+3) + cx2, woraus sich durch 



Einsetzen der Nullstellen x=0 und x=-3 sowie Koeffvgl. (x2) die Koeffizienten ergeben: 



a = 2/9, b= 1/3, c = -2/9. Die Integration ergibt eine Stammfunktion



F(x) = 2/9 ln |x| - 1/3x -2/9 ln|x+3| +c.
5.
f(x) = x3 ln x




(a)
Berechnen Sie die Ableitungen f', f'' und f’’’.









(b)
Bestimmen Sie lim f(x) und  lim f’(x) für x → 0+.
                         




(c)
Wo hat f Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte?









(d)
Skizzieren Sie f.








(e)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.


(a)
f’(x) = x2 (3 ln x + 1), f’’(x) = x (6 ln x + 5), f’’’(x) = 6 lnx + 11

 
(b)
Beide Grenzwerte sind = 0, da lim (x ln x) = 0 für x→0+ ist (Vorlesung).


(c)
NST 
f(x) = 0; x=1 ist die einzige Nullstelle (x=0 ist keine Nst., da nicht im Def.bereich)



EXT 
f’(x)=0; 3 ln x + 1 = 0 → ln x = -1/3 → x = exp(-1/3) KfE;

  


f’’(exp(-1/3)) = 3 exp(-1/3) >0 → f hat bei x = exp(-1/3) ein Minimum.

WDP 
f’’(x) = 0; 6 ln x + 5 = 0 → ln x = -5/6 → x = exp(-5/6) kfW;

  


f’’’(exp(-5/6)) = 6 >0 → f hat bei x = exp(-5/6) einen Wendepunkt.

(d)
Skizze. 
f(x)<0 für 0<x<1, f(x)>0 für x>1; lim f(x) = ∞ für x→∞.

  
(e)
Stammfunktion durch partielle Integration:

 
 
∫ x3 ln x = ¼ x4 lnx - ∫ ¼ x4 1/x = ¼ x4 (ln x – ¼)

                       ex           


(a)
Wo hat f eine waagerechte Tangente?
6.
f(x) =  ──────
  


(b)
Was ist lim f(x) für x → ∞ ?

          (1 + 3ex)2                        
(c)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.
                          ex(1-3ex)

 
(a)
f’(x) = ──────
mittels Qotientenregel, Kettenregel und Kürzen durch (1+3ex)

                         (1+3ex)3


f’(x) = 0 → 1-3ex=0 → ex =1/3 → x = ln(1/3) = -ln 3; f hat in x = -ln 3 eine waag. Tangente.


(b)
L’HOSPITAL für ∞/∞ ergibt: lim f(x) = lim 1/(6(1+3ex)) = 1/∞ = 0 (x→∞).

(c)
Integration mittels Substitution mit z(x) = 1+3ex und z’(x)= 3ex ergibt:

 
  
Stammfunktion F(x) = -1/3 (1+3ex)-1.
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